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Resumen
Las últimas tendencias en educación matemática incluyen el estudio de temas de la teo-
ría de probabilidad en la educación básica, dado al gran campo de aplicación que tiene esta
rama de las matemáticas en la vida cotidiana y profesional de las personas. A partir de lo
anterior, en este trabajo de grado se plantea una secuencia didáctica para la enseñanza de
los conceptos de probabilidad desde las interpretaciones frecuentista y clásica, para estu-
diantes de grado noveno, basada en el juego, la simulación y la experimentación, teniendo
en cuenta para la construcción y análisis de esta, aspectos teóricos disciplinares, histórico-
epistemológicos y didácticos.
Palabras clave: Enseñanza de la probabilidad, probabilidad, probabilidad frecuentista,
probabilidad clásica, experimentación, juegos, simulación.
Abstract
The lastest trends in mathematics education includes the study of issues of probability
theory in basic education, given the many aplicattions of this part of mathematics in daily
and professional contexts of people. From the above this paper proposes a didactic sequen-
ce for teaching the concepts of probability from frecuentist an clasical interpretations for
ninth grade students, based on games, simulation an experimentation, considering, for the
construction and analysis of the sequence, disciplinary, epistemologic-historical and didactic
theoretical aspects.
Keywords: probability teaching, probability, frecuentist probability, clasical probabi-
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Introducción
La enseñanza de la probabilidad se ha convertido en una tendencia dado su gran campo de
aplicación en otras ciencias. De ahí que el Ministerio de Educación Nacional (MEN), dentro
de sus políticas, haya incluido el estudio de la teoría de la probabilidad en todos los niveles
de educación básica y media vocacional, como se puede evidenciar en los Estándares Básicos
de Competencias en Matemáticas (2006).
Investigadores como Godino y Batanero (2002) y Borovcnik y Peard (1996) han realizado
estudios sobre la didáctica de la probabilidad, donde resaltan la importancia de la enseñanza
de la probabilidad para el desarrollo cognitivo de los estudiantes, así como algunos caminos
que se pueden seguir para la enseñanza de la misma, entre ellos, el juego, la experimentación
y la simulación. Por otro lado, Batanero (2002) plantea que la enseñanza de la estadística
y la probabilidad es importante puesto que es útil para la vida posterior a la escuela, ya
que muchas profesiones necesitan conocimientos básicos sobre el tema; ademas, su estudio
permite el desarrollo de pensamiento crítico.
Bajo este contexto el propósito del presente estudio es desarrollar una secuencia didáctica
para la enseñanza de la probabilidad bajo las interpretaciones frecuentista y clásica a estu-
diantes de grado noveno. Este documento se ha realizado con el objetivo de que sea de fácil
lectura y entendimiento a los docentes de secundaria con formación matemática, por lo que
se puede pensar en este documento como una guía para el profesor, que le permite conocer
un camino para la enseñanza de los conceptos básicos la probabilidad.
El documento se ha organizado en seis capítulos. En el primer capitulo se dan a conocer los
aspectos preliminares del trabajo, esto es la justificación, los propósitos y la metodología que
se siguió. Los cinco capítulos restantes se reparten en dos partes; la primera parte contiene
el soporte teórico de la secuencia didáctica desde tres perspectivas: una disciplinar (Capítulo
2), una histórico-epistemológica (Capítulo 3) y una didáctica (Capítulo 4). La segunda parte
presenta los resultados del trabajo, que se divide en dos: la secuencia didáctica (Capítulo
5) –donde se presentan seis actividades construidas teniendo como base el soporte teórico
previo– y los resultados obtenidos de la aplicación de la misma (Capítulo 6).
1. Preliminares
En el presente capítulo se dan a conocer las generalidades del trabajo de grado, que incluyen
los motivos para su realización, la finalidad del mismo y la metodología con la cual se llevó
a cabo.
1.1. Justificación y planteamiento del problema
La educación estocástica en los últimos años ha ido en aumento en casi todos los niveles
educativos, desde la primaria hasta la formación profesional. Y no es de extrañar, ya que la
estadística y la probabilidad tienen una gran cantidad de aplicaciones para la resolución de
problemas en la vida cotidiana y en la mayor parte de las ciencias. Citando a Holmes (1980),
Batanero (2002) afirma que la enseñanza estocástica, y precisándolo para la probabilidad,
es necesaria desde un nivel temprano puesto que es útil para la vida posterior a la escuela,
así como fomenta el pensamiento crítico basado en la observación de evidencia objetiva.
Con esto como contexto, en el Instituto San Ignacio de Loyola, colegio de educación básica
y media de carácter privado de la ciudad de Bogotá, se detecto la siguiente problemática
relacionada con los procesos de enseñanza y aprendizaje de conceptos probabilísticos. Los
resultados de la prueba Saber 9◦, aplicada en 2016, permite evidenciar que los estudiantes
de la institución tienen problemas para abordar temáticas relacionadas con el pensamiento
aleatorio. En el Informe presentado por el Instituto Colombiano para el Fomento de la
Educación Superior (ICFES) se hace referencia al nivel de desempeño de los estudiantes en
la evaluación de este componente en los siguientes términos:
77% de los estudiantes no reconoce la posibilidad o la imposibilidad de ocurrencia de
un evento a partir de una información dada o de un fenómeno.
62% de los estudiantes no usa modelos para discutir acerca de la probabilidad de un
evento aleatorio.
48% de los estudiantes no utiliza diferentes métodos ni estrategias para calcular la
probabilidad de eventos simples.
48% de los estudiantes no establece conjeturas ni verifica hipótesis acerca de los resul-
tados de un experimento aleatorio usando conceptos básicos de probabilidad.
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Una de las posibles razones por las que se dieron estos resultados es que, según la estruc-
tura curricular de la institución, los temas relacionados con la probabilidad se enseñan por
primera vez en noveno, mientras que según los Estándares Básicos de Competencias en Ma-
temáticas (Ministerio de Educación Nacional, 2006) el primer acercamiento a la probabilidad
se debería hacer en los grados 1◦ a 3◦ de educación básica.
Buscando mejorar los resultados de los estudiantes en esta área y dada la importancia de la
probabilidad en la vida de una persona en la actualidad (Batanero, 2002), se hace necesario
construir una propuesta pedagógica que permita introducir a estudiantes al estudio de la
probabilidad. Así surge la pregunta: ¿cómo se puede introducir a estudiantes de de grado
noveno al estudio de la probabilidad a partir de actividades que incluyan el juego, la expe-
rimentación y la simulación?
1.2. Objetivos
Objetivo general
Desarrollar una secuencia didáctica para enseñar a los estudiantes de grado noveno los con-
ceptos básicos de probabilidad (interpretaciones frecuentista y clásica), usando como ele-
mentos pedagógicos el juego, la experimentación y la simulación.
Objetivos específicos
1. Construir un marco conceptual que permita seleccionar los aspectos disciplinares,
histórico-epistemológicos y didácticos relacionados con las nociones básicas de pro-
babilidad que fundamenten la secuencia didáctica.
2. Determinar los conocimientos previos de los estudiantes respecto a la noción de pro-
babilidad.
3. Diseñar las actividades que conforman la secuencia didáctica a partir de la revisión
realizada.
4. Aplicar la secuencia didáctica con los estudiantes de grado noveno del Instituto San
Ignacio de Loyola.
5. Evaluar los conocimientos de los estudiantes respecto a la probabilidad para validar el
impacto de la secuencia.
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1.3. Metodología
Para el desarrollo del trabajo de grado se llevó a cabo una investigación cualitativa, usando
el método de investigación-acción. Para tal fin se desarrollaron las siguientes actividades,
cada una de las cuales se planteó con el fin de lograr los objetivos planteados anteriormente.
1. Se realizó una síntesis sobre los aspectos disciplinares, histórico-epistemológicos y di-
dácticos relacionados con la probabilidad que estaban relacionados y fueron pertinentes
con la secuencia desarrollada.
2. Por medio de un cuestionario, diseñado teniendo en cuenta los aspecto teóricos re-
visados con anterioridad, se determinaron los conocimientos previos que tenían los
estudiantes sobre el azar y la probabilidad.
3. A partir de los elementos teóricos se diseñaron las actividades de la secuencia didácti-
ca, que estuvieron basadas en juegos y simulaciones, donde se incluyeron procesos de
experimentación.
4. Se aplicaron las actividades diseñadas en el Instituto San Ignacio de Loyola en un
grupo de 30 estudiantes de grado noveno. Las actividades se aplicaron en 5 sesiones de
clase, cada uno de 90 minutos de duración.
5. Con el fin de evaluar el método de enseñanza propuesto con la secuencia didáctica se




A continuación se presentan los elementos teóricos que enmarcan el diseño de la secuencia
didáctica, esto con el fin de dar solidez desde un ámbito disciplinar a dicha secuencia. Así,
las temáticas que se abordan en este capítulo son las interpretaciones de la probabilidad
y el desarrollo axiomático inicial de la misma, donde se consideran algunas definiciones y
teoremas importantes, así como algunos ejemplos que sirven para un mejor entendimiento
de estos elementos, y al tiempo fundamentar y consolidar el conocimiento del docente.
2.1. Interpretaciones de la probabilidad
Como rama de las matemáticas, la probabilidad estudia la aleatoriedad y la incertidumbre de
sucesos no deterministas a partir de modelos matemáticos. Sus aplicaciones en otras ciencias
como la medicina, la economía, la física, entre otras, son numerosas, pero en sí, el término
probabilidad es usado con frecuencia en nuestro día a día para describir la posibilidad de que
un evento ocurra. Se han tenido muchas concepciones de los que significa probabilidad, de
las cuales tres han sido ampliamente aceptadas y se presenta a continuación:
Interpretación subjetiva: Dependiendo de una interpretación personal o subjetiva, se
le puede asignar a algún suceso o proceso un valor de ocurrencia. Esto representa
conforme a un juicio propio, basado en creencias e información del proceso mismo. Se
puede notar que, al tener cada persona creencias y percepciones diferentes, un suceso
puede tener varios valores de probabilidad. En este sentido se habla de probabilidad
subjetiva (DeGroot y Schervish, 2011).
Interpretación frecuentista: En algunas ocasiones “la probabilidad de obtener algún
resultado específico de un proceso puede ser interpretada en el sentido de la frecuencia
relativa con la que se obtendría ese resultado si el proceso se repitiera un número
grande de veces en condiciones similares” (DeGroot y Schervish, 2011, p. 2). Algunas
limitaciones que subyacen bajo ésta concepción son que no se cuenta con un número
definido suficientemente grande de repeticiones y que no se puede garantizar que se
repita el proceso cada vez bajo las mismas condiciones. Además, si en un experimento
ocurre S veces un evento especifico en n repeticiones independientes, se espera que la
razón S/n converja a un límite, pero no se puede asegurar que, matemáticamente exista
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dicho límite (Ash, 2008). De lo anterior se puede pensar en definir la probabilidad de
un evento de interés como se presentará en este documento en la Definición 2.8.
Interpretación Clásica: Esta concepción se basa en procesos con resultados equiproba-
bles. Así, si un proceso tiene n posibles resultados y cada uno de estos resultados son
igualmente probables, entonces cada resultado tiene una probabilidad de ocurrencia de
1/n (DeGroot y Schervish, 2011). Ésta definición de la probabilidad es un tanto restric-
tiva, ya que sólo considera experimentos con un número finito de resultados posibles.
Utilizar ésta idea como base matemática para fundamentar la teoría de la probabilidad
no es muy bueno, pero el estudio desde esta perspectiva ha arrojado resultados útiles
(Ash, 2008).
El estudio de la probabilidad fue teorizado por Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987)
en 1933 (Blanco, Arunachalam, y Dharmaraja, 2012). A continuación se tratan algunos ele-
mentos de dicha teoría, importantes para el desarrollo de este trabajo 1.
2.2. Definiciones y teoremas básicos
Definición 2.1 (Experimento Aleatorio). Un experimento aleatorio es un experimento en
el que, conociendo todos sus resultados posibles, no se puede determinar de antemano el
resultado de cada ensayo.
Definición 2.2 (Espacio muestral). El espacio muestral de un experimento aleatorio es un
conjunto Ω que contiene todos los posibles resultados de dicho experimento. Cada elemento
ω de este conjunto se le llama punto muestral.
Definición 2.3 (Espacio muestral discreto). Un espacio muestral Ω es discreto si es finito 2
o contable 3. Se dice que un experimento aleatorio es finito o discreto si su espacio muestral
es discreto.
Ejemplo 1. Un experimento aleatorio clásico consiste en lanzar un dado de seis caras
y observar el resultado de la cara superior. El espacio muestral de este experimento es
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Al ser este un conjunto finito, entonces el espacio muestral es discreto.
1Para el estudio de estos elementos se tomaron los elementos teórico expuestos en Blanco y cols. (2012),
DeGroot y Schervish (2011) y Muñoz (2012)
2Un conjunto A es finito si es equipotente con N. Esto significa que existe una función biyectiva de A a N
3Un conjunto A es contable si existe una función inyectiva de A a N.
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Ejemplo 2. Un experimento consiste en lanzar dos dados de seis caras cada uno y anotar
la suma de las caras resultantes. Se tienen entonces que para este caso el espacio muestral
es Ω = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.
Definición 2.4 (σ-álgebra). Sea un conjunto Ω 6= ∅. Una colección F de subconjuntos de
Ω es una σ-álgebra si cumple las siguientes condiciones,
i. Ω ∈ F.
ii. Si A ∈ F entonces AC ∈ F.




Cada uno de los elementos de F es conocido como evento.
Ejemplo 3. Retomando el Ejemplo 2, donde se tenia que Ω = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},
la colección F = {∅,Ω, {2, 4, 6, 8, 10, 12} , {3, 5, 7, 9, 11}} es una σ-álgebra sobre Ω. El ele-
mento {2, 4, 6, 8, 10, 12} determina el evento que la suma de los resultados sea un número
par.
Ejemplo 4. Sea un espacio muestral discreto Ω 6= ∅. Si se tiene que una σ-álgebra F
contiene todos los conjuntos de la forma {ω} con ω ∈ Ω, entonces se tiene que F = ℘ (Ω)
(Blanco y cols., 2012). Esto se da ya que
1. Como F es σ-álgebra entonces, por la definición 2.4, partes i y ii, Ω ∈ F y ΩC = ∅ ∈ F.
2. Dado que en F ya están todos los conjuntos {ω} con ω ∈ Ω entonces, por la definición
2.4 parte ii, se tiene que para todo ω ∈ Ω, {ω}C ∈ F.
3. Por ser F una σ-álgebra entonces, por definición 2.4.iii, todas las uniones de sucesiones
de conjuntos {ω1}, {ω2}, ..., están en F, así como sus complementos (definición 2.4.ii).
Definición 2.5 (Espacio medible). Sea un espacio muestral Ω 6= ∅ y F una σ-álgebra sobre
Ω. La dupla (Ω,F) es llamada espacio medible.
A partir de estas definiciones se determina que ∅ es el evento imposible, Ω es el evento
seguro y todo evento de la forma {ω} ∈ F se llama un evento simple. De igual manera se
debe considerar que:
Para que un evento A ocurra –A ∈ F– se debe cumplir que, al llevar a cabo el experi-
mento y obtener como resultado un punto muestral ω, se tiene que ω ∈ A.
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Si A,B ∈ F entonces
• A ∪B ocurre si y solo si ocurre A o B o ambos.
• A ∩B ocurre si y solo si ocurren ambos eventos.
• AC ocurre si no ocurre A.
• A−B ocurre si ocurre A, pero no B.
Ejemplo 5. Considérese la siguiente información
Suponga que una carta se selecciona de una baraja de 20 cartas que contiene 10 cartas
rojas numeradas del 1 al 10 y 10 cartas azules numeradas del 1 al 10. Sea A el evento
que una carta con un número par sea seleccionada, B el evento que una carta azul sea
seleccionada y C el evento que una carta con un número menor a 5 sea seleccionada.
(DeGroot y Schervish, 2011, p.15)
Para este caso se tendría que el espacio muestral del experimento es Ω = {1r, 2r, ..., 10r, 1a, 2a, ..., 10a}
y los eventos planteados pueden ser descritos mediante los siguientes conjuntos:
A = {2r, 4r, 6r, 8r, 10r, 2a, 4a, 6a, 8a, 10a}
B = {1a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a, 7a, 8a, 9a, 10a}
C = {1r, 2r, 3r, 4r, 1a, 2a, 3a, 4a}
Algunos de los eventos que pueden ocurrir son:
Que salga una tarjeta con número par o roja, es decirA∪BC = {1r, 2r, ..., 10r, 2a, 4a, ..., 10a}.
Que salga una tarjeta impar y azul, esto es AC ∩B = {1a, 3a, 5a, 7a, 9a}.
Que salga una tarjeta roja con un número menor que 5 sería, en termino de conjuntos,
C −BC = {1r, 2r, 3r, 4r}.
Definición 2.6 (Eventos mutuamente excluyentes). Sean dos eventos A y B. Estos son
mutuamente excluyentes si A ∩B = ∅.
Definición 2.7 (Espacio de probabilidad). Sea (Ω,F) un espacio medible. Una función P ,
definida de F a R es una medida de probabilidad si satisface:
i. P (A) ≥ 0, para todo A ∈ F.
ii. P (Ω) = 1.
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La tripla (Ω,F, P ) es llamada espacio de probabilidad.
Teorema 2.1 (Propiedades de una medida de probabilidad). Sea (Ω,F, P ) un espacio de
probabilidad. Entonces:
1. P (∅) = 0.
2. Si A,B ∈ F y A ∩B = ∅ entonces P (A ∪B) = P (A) + P (B).
3. Para cualquier A ∈ F, P (AC) = 1− P (A) .
4. Si A ⊆ B entonces P (A) 6 P (B) y P (B − A) = P (B)− P (A).
5. Para todo A ∈ F, P (A) 6 1.
6. Para todo A,B ∈ F, P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).
Ejemplo 6. Sea Ω = {a, b, c, d}, F = {∅,Ω, {a} , {b, c} , {d} , {a, b, c} , {b, c, d} , {a, d}}, y P
una función de F sobre el intervalo [0, 1], con P ({a}) = 27 , P ({b, c}) =
4
9 y P ({d}) = α
(Blanco y cols., 2012). Utilizando las propiedades mencionadas en el Teorema 2.1 se puede
determinar el valor que debe tomar α para que la función P sea una medida de probabilidad,
y así la tripla (Ω,F, P ) sea un espacio de probabilidad, de la siguiente manera:





Como {d}C = {a, b, c}, por Teorema 2.1.3, α = ({d}) = 1− P ({d}C) = 1− 4663 =
17
63 .
Partiendo de los elementos expuestos, el siguiente paso es asignar a cada evento un número
real positivo (entre 0 y 1), que describa la posibilidad de que ocurra. En una primera instan-
cia, considérese un experimento aleatorio que se realiza n veces manteniendo las condiciones
bajo las cuales se realiza estables durante dichas repeticiones. Con la definición 2.8 se hace
el estudio de la probabilidad desde una interpretación frecuentista.
Definición 2.8 (Frecuencia Relativa). Para cada evento A el número
fr(A) = n(A)
n
se conoce como frecuencia relativa de A, donde n(A) representa el número de veces que el
evento A sucedió en la n repeticiones del experimento.
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En la definición 2.8 del número fr(A) = fr(A)n, como función de n, se puede observar que
cuando el experimento se repite bajo las mismas condiciones un número grande de veces, la
frecuencia relativa se estabiliza en un valor especifico entre 0 y 1. Este valor P (A) alrededor
del cual se estabiliza fr(A)n describe la posibilidad de que ocurra el evento A. Bajo esta
definición se cumplen las siguientes propiedades:
1. n(A) ≥ 0 entonces P (A) ≥ 0.
2. n(Ω) = n, entonces fr(Ω) = 1, lo que implica que P (Ω) = 1.
Ejemplo 7. Considérese el Ejemplo 2 (lanzamiento de dos dados). Sea el evento A= “La
suma resultante es 6” y supóngase que se realizó el experimento 50, 100, 300, 500 y 700
veces, obteniendo los siguientes resultados.








Tabla 2.1.: Ejemplo 7.
Se puede observar que conforme el número de repeticiones la frecuencia relativa para el
evento A se acerca al valor 0.13, con lo que se concluye que el valor de probabilidad de este
evento es P (A) = 0,13.
Con estos conceptos ya definidos se consideran unos espacios especiales que permiten el es-
tudio de la concepción clásica de la probabilidad.
Definición 2.9 (Experimento Laplaciano). Un experimento Laplaciano es un experimento
con un número finito de resultados con cada uno de ellos con la misma probabilidad de
ocurrencia.
Definición 2.10 (Espacio de probabilidad Laplaciano). Un espacio de probabilidad (Ω,F, P ),
con Ω finito, F = ℘ y P (ω) = 1/ |Ω| para todo ω ∈ Ω es un espacio de probabilidad laplaciano.
En este espacio de probabilidad se cumple que, si A ⊆ Ω entonces
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A partir de la Definición 2.10, se puede observar que para determinar la probabilidad de
un evento generado por un experimento laplaciano, basta con conocer el cardinal del evento
como tal y del espacio muestral.
Ejemplo 8. Una baraja de 52 cartas se reparte entre cuatro jugadores de manera equitativa.
Para saber cual es la probabilidad que cada jugador obtenga un As se necesita saber cuantas
maneras hay de repartir las cartas y cuantas maneras hay de repartir la cartas de tal manera


















































































Ahora, si se quisiera conocer la probabilidad que uno de los jugadores obtenga 5 picas y otro










































































) = 8,83× 10−6
.
Ejemplo 9. Considérese el experimento de lanzar dos dados de seis caras cada uno. Para
este experimento se tiene que el espacio muestral es Ω = {(a, b) : a ∧ b ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}},
como se muestra en la Tabla 2.2. Se sabe entonces que |Ω| = 36.
14 2 Marco Disciplinar
1 2 3 4 5 6
1 (1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (5, 1) (6, 1)
2 (1, 2) (2, 2) (3, 2) (4, 2) (5, 2) (6, 2)
3 (1, 3) (2, 3) (3, 3) (4, 3) (5, 3) (6, 3)
4 (1, 4) (2, 4) (3, 4) (4, 4) (5, 4) (6, 4)
5 (1, 5) (2, 5) (3, 5) (4, 5) (5, 5) (6, 5)
6 (1, 6) (2, 6) (3, 6) (4, 6) (5, 6) (6, 6)
Tabla 2.2.: Espacio muestral del experimento descrito en el Ejemplo 9.
Ahora, considérese el evento En = “La suma resultante es n = 2, 3, ..., 12′′.
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
Tabla 2.3.: Resultados de las sumas de las caras al lanzar dos dados de seis caras.
A partir de la Tabla 2.3, se puede notar que:
|E1| = 0 |E7| = 6
|E2| = 1 |E8| = 5
|E3| = 2 |E9| = 4
|E4| = 3 |E10| = 3
|E5| = 4 |E11| = 2
|E6| = 5 |E12| = 1
Teniendo en cuenta los resultados anteriores y la Definición 2.10 se llega a
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P (E1) = 036 P (E7) =
6
36
P (E2) = 136 P (E8) =
5
36
P (E3) = 236 P (E9) =
4
36
P (E4) = 336 P (E10) =
3
36
P (E5) = 436 P (E11) =
2
36




A continuación se presenta una red conceptual (Figura 2.1), donde se presentan los conceptos
tratados en este capítulo y que son de utilidad para entender como se realizó el estudio del
marco disciplinar que sustenta esta secuencia didáctica.
Se inicia con la definición de experimento aleatorio, para el cual se define el conjunto con
todos los posibles resultados, conocido como espacio muestral (Ω). A partir de éste conjunto
se arma una σ-álgebra, que es una colección de subconjuntos que es cerrada bajo la unión,
la intersección y el complemento; a estos subconjuntos se les conocerá como eventos. A un
espacio muestral Ω y una σ-álgebra en este espacio se define un espacio medible, determi-
nando que ∅ es el evento imposible, Ω el evento seguro y {ω} (con ω ∈ Ω) un evento simple.
Si un experimento aleatorio se realiza n veces se puede considerar las veces que un even-
to determinado sucede en estas n repeticiones. Así, si la cantidad de veces que sucedió un
evento A es n(A) –frecuencia absoluta–, entonces se define la frecuencia relativa de A como
fr(A) = n(A)
n
. Cuando n toma valores grandes el valor de fr(A) se va estabilizando, tendiendo
a un valor real entre 0 y 1. Este valor corresponderá a la probabilidad de A, bajo la inter-
pretación frecuentista.
A partir de lo anterior se introducen los espacios de probabilidad, a partir de un espacio
medible y de una función de valor real P definida en una σ-álgebra; esta función se cono-
ce como medida de probabilidad y debe cumplir ciertas propiedades (Ver Definición 2.7).
Existen unos espacios de probabilidad especiales, que son los que se estudian para enten-
der la interpretación clásica de la probabilidad; estos espacios se conocen como espacios de
probabilidad laplacianos, los cuales parten de un tipo especial de experimento aleatorio. Los
experimentos laplacianos se caracterizan por tener espacios muestrales finitos y la probabi-
lidad de cada elemento del espacio muestral es constante (definido como P (ω) = 1/ |Ω| para
todo ω ∈ Ω). A partir de esta función de medida de probabilidad, y en conformidad con las
propiedades que cumple las medidas de probabilidad (presentadas en la 2.7), la probabilidad
de un evento A se define como P (A) = |A| / |Ω|.
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Figura 2.1.: Red conceptual.
3. Marco Histórico-epistemológico
En este marco histórico-epistemológico las temáticas que se abordan son la historia de la
teoría de la probabilidad desde la Edad Antigua, donde los juegos de azar sientan un inicio
para el estudio de la probabilidad hasta la creación de una teoría axiomatizada de la proba-
bilidad por Andrei Kolmogorov. Por las temáticas que se abordan en la secuencia didáctica,
lo expuesto en este capítulo solo abordará la historia de la probabilidad frecuentista y clásica.
Algunos de los trabajos más representativos dentro de la historia de la teoría de la probabili-
dad son los realizados por Pierre de Fermat, Blaise Pascal o Pierre Laplace, pero al igual que
otras ramas de las matemáticas, sus albores empiezan desde mucho antes, incluso desde la
prehistoria, e inicia no como un estudio general sino con la resolución de algunos problemas
específicos, y para el caso de la probabilidad, la necesidad de comprender los juegos de azar
va a ser una de los principales determinantes para su desarrollo como rama de estudio de las
matemáticas.
3.1. La probabilidad desde la Edad Antigua hasta la Edad
Media.
Se han encontrado que culturas antiguas utilizaban unos huesos tallados, extraídos de talo-
nes de algunos animales, que se cree fueron utilizados para cuestiones del azar. Estos huesos
son denominados astrágalos, y al ser lanzados sobre superficies planas pueden caer en cuatro
posiciones diferentes, aunque no se tiene certeza los fines de sus usos. Estos mismos objetos
fueron encontrados dibujados en tumbas egipcias junto con tablas donde se registraban los
resultados obtenidos. Esto muestra que las antiguas culturas manejaban alguna noción de
probabilidad. Los astrágalos son precursores de los dados como los conocemos hoy en día
(Vega-Amaya, 2002). Se sabe que más o menos para el año 1200 a.C. en varias culturas
los juegos con dados son comunes, y aunque no se conocen las reglas de dichos juegos, era
clara la implicación del azar en el desarrollo de los mismos. Una de estas evidencias son los
nombres con los que se hacía referencia a ellos; por ejemplo la palabra hazard, que viene del
árabe que traduce ‘al azar’ (Vega-Amaya, 2002).
También se tiene conocimiento de que en algunas culturas para los cultos religiosos se utili-
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zaban mecanismos aleatorios para revelar la fortuna y el futuro de las personas. Por ejemplo
en la cultura judía, para asignar tareas o impuestos entre las personas, se hacía uso de urnas,
donde subyace la idea de determinar la proporción desconocida de bolas rojas y negras en
una urna por medio de extracciones con reemplazo (Vega-Amaya, 2002).
Un aspecto importante son las concepciones de Aristóteles sobre la naturaleza de los eventos.
Para él los eventos pueden ser de tres tipos: los eventos que pasan necesariamente, los eventos
probables que ocurren en la mayoría de casos y los eventos imprevistos que pasan por pura
casualidad. Para Aristóteles (384 a.C.-322 a.C.) los resultados obtenidos en los juegos de
dados eran del tercer tipo de eventos, por lo tanto no pueden ser estudiados científicamente;
esto evidencia que su idea de probabilidad es epistémica y cualitativa (Hald, 1987). Muchos
filósofos adoptaron la concepción de Aristóteles sobre la probabilidad, pero con la incursión
de la iglesia en la Edad Media, éstas concepciones debieron ser adaptadas para la época,
dando pie a pensar que los eventos indeterminados para el hombre ya eran predeterminados
para Dios, y así llevando a considerar los eventos probables en un mundo determinista a
partir de la subjetividad del individuo (Hald, 1987).
Tomás de Aquino (1225-1274) va a ir más allá. Él distingue entre la ciencia o el conocimien-
to seguro, las opiniones o el conocimiento probable y los accidentes o la casualidad. Byrne
(1968), citado por Hald (1987), afirma que para Tomás de Aquino la probabilidad es un
calificativo de una proposición, lo que lo convierte en precursor de la probabilidad lógica,
pero que a la vez da una idea de la probabilidad frecuentista, puesto que Aquino mide la
contingencia asignándole un peso a esta, introduciendo una interpretación que depende de
la frecuencia de lo probable .
En el siglo XV un aporte para la teoría de probabilidades lo va a brindar las compañías de
seguros que surgieron en la época. Estas compañías surgieron en Italia y Holanda, y ofrecían
servicios de aseguramiento de bienes cuando eran transportados por vías marítimas, entre
continentes o por ríos.
Para fijar las primas de seguro, estas compañías evaluaban los riesgos a los que estaban
sometidos los envíos y, como resulta natural, a un riesgo mayor le asignaban una prima
mayor; de hecho, la prima para envíos marítimos oscilaba entre el 12% y 15% del valor
de los bienes asegurados, mientras que para los envíos continentales la prima variaba
entre el 6% y el 8%.
(Vega-Amaya, 2002, p.57)
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3.2. La probabilidad en la Edad Moderna
Para el inicio de la Edad Media se cuenta con una gran base para continuar con la forma-
ción de la probabilidad como rama de estudio. La noción de azar que subyacía en la época
es el primer paso hacia el cálculo de probabilidades. Los juegos de azar son la clave para
este estudio, puesto que la imposibilidad de hacer predicciones sobre los resultados era una
característica común en todos ellos.
Girolamo Cardano (1501-1576) es el primero en escribir un libro sobre los juegos de azar,
titulado Liber de Ludo Aleae. Este libro contiene las primeras consideraciones racionales
relacionadas con los juegos de azar; en él se da un primer tratamiento matemático a la
probabilidad, dando una definición de probabilidad como la razón entre eventos igualmente
probables. Para Cardano “la probabilidad de un resultado particular era la suma de las po-
sibles maneras de lograr ese resultado dividida por (. . . ) la totalidad de posibles resultados
de un evento” (Burton, 2006, p.445). Además introdujo la idea de que la probabilidad de un
evento debe ser un valor entre 0 y 1, aplicando esto a los juegos de azar. También desarrolló
la ley de los grandes números, la cual afirma que cuando la probabilidad de un evento es
p, entonces, después de un número n grande de intentos, el número de veces que el evento
ocurrirá es cercano a np (Debnath y Basu, 2015).
Galileo Galilei (1564-1642) por su parte, y al parecer sin conocer el trabajo de Cardano,
también trabaja con los juegos de azar en el libro Sopra le Scoperte dei Dadi y llega a
los mismos resultados que Cardano, afirmando que la probabilidad debería ser obtenida
enumerando todos los posibles resultados y contando el número de resultados favorables.
Estos resultados obtenidos por Cardano y Galileo constituyen uno de los aportes más grandes
y más conocidos de la teoría de la probabilidad: el enfoque clásico de la probabilidad, que
afirma que considerando un experimento o fenómeno aleatorio con un conjunto de resultados
finitos y equiprobables, si A es un evento relacionado con el experimento entonces P (A) = |A||Ω| .
3.2.1. Los aportes de Pascal, Fermat y Huygens
En esta misma época muchos matemáticos estaban intentando solucionar un problema que
involucra probabilidades. Conocido como el Problemas de los Puntos, éste plantea lo siguien-
te, según Luca Pacioli (1445-1517), quien lo presenta en 1494:
Un grupo juega a la pelota de tal modo que se necesitan un total de 60 puntos para ganar
el juego y la apuesta es de 22 ducados. Por algún incidente no pueden terminar el juego
y un bando se queda con 50 puntos y el otro con 30. ¿Qué parte del dinero del premio le
corresponde a cada bando?
(Burton, 2006, p.444)
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Una de las soluciones que se proponen, que precisamente es de Pacioli, es que el dinero debe
ser entregado en proporción a los puntos ganados por cada equipo, es decir 5:3. Niccolò
Fontana Tartaglia (1499-1557) refuta esta repuesta y propone que la desviación de la media
del dinero debe ser proporcional a la diferencia de los puntos ganados por los equipos, así,
sí z es el total de puntos necesarios para terminar el juego, x es la cantidad de puntos del
primer equipo e y los puntos del segundo equipo, entonces el equipo con más puntos debe
tomar 12 +
x−y
2z de la cantidad del dinero (Burton, 2006).
Estas dos soluciones son erradas puesto que no toman en cuenta las probabilidades de ganar
de cada equipo. Este va a ser el aporte de Pascal y de Fermat a la teoría de las probabilida-
des: relacionar el Problema de los Puntos con los juegos de azar (Vega-Amaya, 2002).
Blaise Pascal (1623-1662) conocerá el siguiente caso del problema de los puntos en la si-
guiente versión: “Dos jugadores han pactado el juego a tres rondas y cada uno apuesta 32
pistolas; el primero ha ganado dos veces y el segundo solamente una vez”. En comunicación
constante con Pierre de Fermat (1601-1665), da a conocer su versión de la solución del pro-
blema, explicándolo de la siguiente manera y teniendo en cuenta las posibilidades que tiene
cada jugador para ganar:
“... si ellos juegan otra ronda y el primero gana, este se lleva toda la apuesta, esto es,
las 64 pistolas; si el otro gana, entonces cada uno tiene dos rondas a su favor, en cuyo
caso, si desean parar el juego, cada uno deberá tomar su propia apuesta, esto decir, 32
pistolas. Entonces, si el primer jugador gana, este se queda con las 64 pistolas, si pierde se
queda con 32 solamente. Luego, si ellos no desean correr el riesgo de una última ronda y
desean separarse del juego, el primer jugador argumentaría lo siguiente: Estoy convencido
que me corresponden 32 pistolas, aun cuando pierda la ronda, ellas me pertenecen; con
relación a las otras 32, existen las mismas posibilidades de que sean para usted como para
mí. Entonces dividamos estas 32 pistolas en partes iguales y deme una de ellas, así como
las 32 que de seguro son mías.”
(Vega-Amaya, 2002, p.60-61)
Pascal utiliza los mismos argumentos para solucionar más versiones del problema de los pun-
tos. Por su parte, Fermat plantea y soluciona este problema: “Dos individuos, A y B, que
participan en una serie de juegos se encuentran en la situación de que el primero necesita
ganar dos juegos y el segundo tres para ganar la apuesta; ¿cómo podemos encontrar la distri-
bución justa de la apuesta?” (Vega-Amaya, 2002). Partiendo del hecho de que el juego puede
durar a lo más 4 rondas más, Fermat hace todas las combinaciones posibles con las victorias
de A y de B, obteniendo en total 16 combinaciones posibles, de las cuales 11 favorecen a A
y 5 a B, por lo que a A le corresponde 11/16 de la apuesta y a B le corresponde 5/16, lo
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que implica que la proporción de la apuesta es de 11:5 (Vega-Amaya, 2002).
Pascal soluciona el Problema de los Puntos de manera general cuando la cantidad de ju-
gadores es 2, y para esto hace uso del triángulo aritmético, usualmente conocido como el
Triángulo de Pascal, que como bien se sabe está conformado por los números combinatorios.






el total de combinaciones de k elementos en un conjunto de n elementos distinguibles, o un
resultado más impresionante: si se supone que un primer jugador le hacen falta r juegos para
ganar mientras que a un segundo le hacen falta s juegos, donde r y s son enteros positivos, y
se interrumpe todo el proceso, la apuesta debe ser divida de tal forma que el primer jugador
reciba en proporción ∑s−1k=0 (nk) a 2n, donde n = r+ s− 1 es el máximo de juegos que quedan
por jugar (Katz, 1998).
Otro trabajo relacionado con los Problemas de Puntos es el de Cristhian Huygens (1629-
1695), quien además de presentar su versión de la solución del problema, va a dar el concepto
de esperanza matemática o valor esperado, que en el contexto de los juegos se pueden enten-
der como el promedio de las ganancias si se jugará muchas veces. Huygens publicó su primer
tratado de probabilidad, De Rationnis in Ludo Aleae, en 1657, en el que hizo un tratamiento
lógico de la teoría de la probabilidad e incluyó resultados sobre problemas de lanzamientos
de dados, probabilidades de ganar juegos y problemas de juegos de tres o cuatro jugadores.
Además de esto, Huygens presenta en este tratado la definición de probabilidad de un evento
como el cociente entre el número de casos favorables y el número de todos los posible casos
(Debnath y Basu, 2015).
3.2.2. Los aportes de los Bernoulli
Una de las familias más conocidas en la Historia de las Matemáticas son los Bernoulli. Para
el campo de la probabilidad se resalta el trabajo de Jacob (1654-1705) quien escribió el Ars
Conjectandi. En esta obra se trabajan cuatro aspectos. En primera instancia se recoge de
nuevo el trabajo realizado por Huygens agregando algunos comentarios y algunas demostra-
ciones adicionales. Un segundo aspecto tiene que ver con el estudio de las permutaciones,
las combinaciones y la forma como éstas son expresadas. La tercera parte consiste de 24
problemas relacionados con los juegos de azar, que servían de ejemplo para lo que se había
presentado en las dos partes anteriores y por último se trabaja en aplicaciones de la teoría de
probabilidad en problemas civiles, morales y económicos; aunque esta parte quedó incomple-
ta, es considerada la parte más importante de la obra. Uno de los teoremas más importantes
que presenta Jacob en su obra es la que hoy se conoce como la Ley de los Grandes Números,
que afirma lo siguiente:
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Sea p la probabilidad de un evento,m es el número de veces que el evento se ha repetido en
n intentos, ε > 0 es un número positivo arbitrario muy pequeño y si P es la probabilidad
de que la inecuación
∣∣m
n − p
∣∣ < ε se satisfaga, entonces ĺımn→∞ P = 1.
(Merzbach y Boyer, 2011)
Este teorema guarda importancia puesto que fue un pilar para el estudio, desde una perspec-
tiva mas científica y sustentada por la teoría de la probabilidad, de problemas relacionados
con urnas con bolas de colores, lanzamiento de dados o con juegos de cartas, que cuyas
soluciones serian útiles después para solucionar problemas de aplicación en demografía o
estadística (Burton, 2006).
3.2.3. La Doctrine of Chances de De Moivre
Abraham De Moivre (1667–1754), matemático francés, publica en 1718 su obra Doctrine of
Chances: or, a Method of Calculating the Probability of Events in Play. Este libro contenía
numerosos problemas sobre juegos de dados, sobre la extracción de bolas de color de una
bolsa y sobre rentas vitalicias, donde De Moivre no solo daba reglas generales para estos
sino también daba explicaciones detalladas de esas reglas (Katz, 1998).
Otro aspecto interesante de su trabajo es que derivó la teoría de permutaciones y combi-
naciones de los principios de probabilidad, siendo que esto normalmente se hace de manera
contraria, es decir, la probabilidad se deriva de la combinatoria (Merzbach y Boyer, 2011).
De Moivre también tuvo interés en desarrollar procedimientos generales y notaciones es-
peciales para la probabilidad. Un ejemplo de esto es el siguiente problema, que Huygens
trató antes, pero que De Moivre generaliza: “Encontrar la probabilidad de sacar un número
dado en un lanzamiento de n dados, cada uno conm caras” (Merzbach y Boyer, 2011, p. 373).
3.3. La probabilidad en la Edad Contemporánea: la
formalización de la teoría
Antes de 1770 el cálculo de probabilidades había estado muy restringido al estudio de los
juegos de azar y problemas de actuaría. Con el trabajo de Bernoulli y De Moivre el campo
de acción de la probabilidad empieza a ir más allá, puesto que encontraron aplicaciones que
van más allá de los juegos de azar, como es la estimación de errores en observaciones, los
cambios en las poblaciones o el estudio de las regularidades de los fenómenos políticos y
sociales (Burton, 2006). En esta nueva etapa histórica se empieza a darse un tratamiento
más matemático a la probabilidad, con posibilidades de extenderse a otras áreas científicas.
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3.3.1. La teoría de la probabilidad de Laplace
Pierre Simon Laplace (1749-1827) es sin duda uno de los personajes más importantes en la
historia de la probabilidad, puesto que es quien hace una primera formalización de la teoría
clásica de probabilidad. En su obra Théorie Analytique des Probabilités (1812) presentó la
solución de casi todos los problemas que habían surgido que tenían que ver con la probabi-
lidad, trazó la evolución de este campo, al mismo tiempo que sistematizaba y extendía los
saberes obtenidos por matemáticos anteriores a él. En esta síntesis presenta muchas ideas
matemáticas y filosóficas sobre la probabilidad que habían surgido del estudio de los juegos
de azar, y por otra, el análisis estadístico de errores de medición experimental (Debnath y
Basu, 2015).
La teoría de probabilidad es presentada en la segunda parte de su libro. Esta se divide en tres
partes: la teoría como tal, los teoremas de límites y la estadística matemática. La primera
definición que aparece es la de probabilidad de un evento, que dice:
La probabilidad de un evento es la razón entre el número de casos favorables y el número
de posibles casos, cuando no hay nada que nos haga creer que un caso debe ocurrir en
lugar de cualquier otro, de manera que estos casos son, para nosotros, igualmente posibles.
(Burton, 2006, Laplace (1812), citado por )
Sigue presentando los resultados básicos de la probabilidad, como por ejemplo, los que tienen
que ver con los teoremas de suma y la multiplicación de probabilidades, a verbigracia:
Si A y B son eventos mutuamente excluyentes (o sea, que los dos no pueden ocurrir al
mismo tiempo), entonces Pr[A o B] = Pr[A] + P [B].
Si A y B son dos eventos independientes (es decir, que la ocurrencia de uno no afecta la
probabilidad del otro) entonces Pr[A y B] = Pr[A]P [B].
(Burton, 2006, Laplace (1812), citado por )
Una de las últimas partes del libro de Laplace trata las aplicaciones de la probabilidad a
la vida real. En particular trabajó algunos ejemplos con demografía, como el cálculo de la
razón entre la cantidad de hombres con respecto a la cantidad de mujeres en Paris dentro
de los próximos 100 años, o en problemas sociales, como la probabilidad de que el número
de veredictos anónimos correctos en un juicio aumenta con la cantidad de jurados.
Aunque el trabajo de Laplace es uno de los avances más importantes de la historia de la
probabilidad, una de sus falencias fue la forma como fue aplicada en los otros campos del
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conocimiento, sobre todo en las ciencias políticas y sociales, en donde algunos llegaron a
afirmar que estas ciencias podían tener tanta certeza como las ciencias naturales gracias al
soporte dado por la probabilidad.
3.3.2. El legado de Kolmogorov
En el siglo XX Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) fue sin duda el matemático que
más aportes hizo a la teoría de la probabilidad, al crear un fundamento axiomático de la
misma haciendo uso de la teoría de la medida — creada en parte por Émile Borel y Hen-
ri Lebesgue — en la obra Fundamentos de la Teoría de Probabilidades, publicada en 1933
(Chaumont, Mazliak, y Yor, 2007).
Su acercamiento a la probabilidad está basado en que cada posible resultado de un ex-
perimento aleatorio tenga una probabilidad de ocurrencia bien definida independiente de
cualquier medida. Define una medida de probabilidad en un campo F de eventos que son
subconjuntos del espacio muestral Ω y es una función que va del espacio muestral a un valor
real entre 0 y 1, que satisface la Definición 2.7, dada en el Capítulo 2 (Debnath y Basu, 2015).
La mayor contribución del trabajo de Kolmogorov en la conformación de la teoría de la
probabilidad es la construcción de la medida de probabilidad sobre un producto infinito de
espacios, el cual jugará un papel importante en la teoría de procesos estocásticos y en la
formalización de las propiedades de la probabilidad condicional (Chaumont y cols., 2007).
Otro aspecto a resaltar del acercamiento axiomático de Kolmogorov es que la probabilidad
existe a priori, es decir, que es intrínseco a la naturaleza humana; al tratar las frecuencias
relativas como producto de medidas, la probabilidad se vuelve a posteriori, es decir, un
concepto que el humano adquiere con la experiencia (Debnath y Basu, 2015).
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Es un hecho que los ciudadanos actuales necesitan ser conscientes en la aleatoriedad de sus
contextos, a la vez que deben tener estrategias que les permitan tomar buenas decisiones
en cualquier situación, donde la aleatoriedad esté presente, por lo que se hace necesaria
una alfabetización probabilística (Batanero, Chernoff, Engel, Lee, y Sánchez, 2016). Esto a
derivado en que los currículos actuales incluyan en sus planes de estudio la probabilidad,
así como también que se lleven a cabo investigaciones sobre el conocimiento probabilístico y
las formas en las que se pueden llevar los procesos de enseñanza y aprendizaje de esta rama
de las matemáticas. A partir de lo anterior en este capítulo se desarrollan tres aspectos: la
probabilidad en el currículo escolar colombiano, algunos resultados sobre la investigación
sobre el razonamiento probabilista y algunas estrategias en la enseñanza y aprendizaje de la
probabilidad.
4.1. La probabilidad en el currículo escolar colombiano
En Colombia se cuentan con dos documentos guías para el desarrollo curricular escolar para
el área de matemáticas: los Lineamientos Curriculares (Ministerio de Educación Nacional,
1998) y los Estándares Básicos de Competencias (Ministerio de Educación Nacional, 2006).
Según estos dos documentos el pensamiento matemático esta dividido en cinco partes, donde
una de ellas es el pensamiento aleatorio o probabilístico.
El pensamiento aleatorio es el conjunto de razonamientos que ayuda a la toma de decisiones
donde el azar, la aleatoriedad o la falta de información confiable no permita predecir con se-
guridad lo que ocurrirá. Este pensamiento tiene como sustento la teoría de las probabilidades
y la estadística inferencial, y a partir de éste, se trata de buscar soluciones de problemas a
partir de la construcción de modelos matemáticos derivados de fenómenos físicos o sociales,
o basados en juegos de azar, utilizando estrategias como la simulación de experimentos o la
realización de conteos (Ministerio de Educación Nacional, 2006). Siguiendo la línea de los
Estándares y el avance que se da a lo largo de la educación básica obligatoria colombiana,
se encuentran los siguientes:
1. Grados 1◦ a 3◦
a) Explico —desde mi experiencia— la posibilidad o imposibilidad de ocurrencia de
eventos cotidianos.
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b) Predigo si la posibilidad de ocurrencia de un evento es mayor que la de otro.
2. Grados 4◦ y 5◦
a) Conjeturo y pongo a prueba predicciones acerca de la posibilidad de ocurrencia
de eventos.
3. Grados 6◦ y 7◦
a) Uso modelos (diagramas de árbol, por ejemplo) para discutir y predecir la posi-
bilidad de ocurrencia de un evento.
b) Conjeturo acerca del resultado de un experimento aleatorio usando proporciona-
lidad y nociones básicas de probabilidad.
4. Grados 8◦ y 9◦
a) Comparo resultados de experimentos aleatorios con los resultados previstos por
un modelo matemático probabilístico.
b) Calculo probabilidad de eventos simples usando métodos diversos (listado, dia-
gramas de árbol, técnicas de conteo).
c) Uso conceptos básicos de probabilidad (espacio muestral, evento, independencia,
etc.).
5. Grado 10◦ y 11◦
a) Diseño experimentos aleatorios (de las ciencias físicas, naturales o sociales) para
estudiar un problema o pregunta.
b) Interpreto conceptos de probabilidad condicional o independencia de eventos.
c) Resuelvo y planteo problemas usando conceptos básicos de conteo y probabilidad
(combinaciones, permutaciones, espacio muestral, muestreo aleatorio, muestreo
con reemplazo).
d) Propongo inferencias a partir del estudio de muestras probabilísticas.
Los Lineamientos Curriculares (1998) al describir los aspectos del pensamiento aleatorio hace
énfasis en la recolección y análisis de datos al llevar los procesos de enseñanza y aprendizaje,
puesto que al decidir que datos son útiles, las formas de representarlos e interpretarlos llevan
a los estudiantes a crear nuevas hipótesis y considerar maneras de exploración de datos,
haciendo conexiones con otras áreas de las matemáticas, como la estimación, la medición y
la resolución de problemas. Sobre la probabilidad en el currículo se afirma:
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La introducción de la estadística y la probabilidad en el currículo de matemáticas crea la
necesidad de un mayor uso del pensamiento inductivo al permitir, sobre un conjunto de
datos, proponer diferentes inferencias, las cuales a su vez van a tener diferentes posibili-
dades de ser ciertas. Este carácter no determinista de la probabilidad hace necesario que
su enseñanza se aborde en contextos significativos, en donde la presencia de problemas
abiertos con cierta carga de indeterminación permitan exponer argumentos estadísticos,
encontrar diferentes interpretaciones y tomar decisiones.
(Ministerio de Educación Nacional, 1998, p. 48)
Finalmente, citando a Holmes (1980), menciona tres principios que pueden tenerse en cuenta
a la hora hacer introducción a los conceptos de probabilidad. Estos son:
Los conceptos y técnicas deben abordarse dentro de un contexto práctico.
No es necesario desarrollar de manera completa las técnicas en el momento en el que
se presentan por primera vez.
No es necesaria una justificación teórica completa de todos los temas, puesto que
algunos se trataran con un problema específico, otros con otras experiencias y puede
que no se justifiquen teóricamente.
4.1.1. Complementando los Estándares: aportes del currículo
australiano
El Departmento de Educación de Australia Occidental (2013) planteó, en el documento
First steps in mathematics: Chance and data, ideas que permiten a los profesores planear,
implementar y evaluar el currículo para estadística y probabilidad. Éste incluye ejemplos de
actividades, planeaciones de clase y marcas de progreso, entre otras cosas, que le permiten a
los profesores llevar a cabo experiencias de enseñanza y aprendizaje más enriquecedoras en
el aula.
Para poder complementar un poco el entendimiento de los estándares escogidos de los do-
cumentos curriculares colombianos, se tuvieron en cuenta las Claves de Comprensión (Key
Understandings), propuestos por el documento australiano. Según el documento revisado,
estas claves, entre otras cosas:
Describen las ideas o conceptos matemáticos que los estudiantes conocer para poder
alcanzar cierto logro.
Sugieren que experiencias los profesores podrían planear para los estudiantes.
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Proveen una base para reconocer y evaluar lo que los estudiantes ya conocen y necesitan
conocer para poder progresar.
Con esto en mente se relacionaron algunas de las Claves de Comprensión con los Estándares
de Competencia anteriormente mencionados 1.
1. Clave 1. De algunas cosas estamos seguros de que ocurrirán o no, y de otras
no estamos seguros: Los estudiantes deben reconocer elementos de aleatoriedad en
su entorno, definiendo, a partir de su experiencia, la probabilidad de que ocurra algo,
y si se da el caso que no conozcan algo, no podrían dar una predicción. Lo ideal sería
lograr que los estudiantes entiendan que algunos eventos son afectados por procesos
donde el azar influye y otros no. Relacionado con el Estándar 1a.
2. Clave 2: Hay palabras y frases especiales que usamos para describir que tan
probable es que algo ocurra: Los estudiantes usan lenguaje natural, usando ideas
propias de ellos, para describir eventos que ocurren en su entorno. Relacionado con el
Estándar 1a.
3. Clave 3. Podemos comparar y ordenar cosas si estas son más o menos proba-
bles que ocurran: Los estudiantes en un punto comenzaran a notar que hay eventos
con más posibilidad de ocurrencia, así que utilizan información para organizar de lo
menos probable a lo mas probable. Relacionado con el Estándar 1b.
4. Clave 4. Decimos que algo tiene las mismas posibilidades de suceder cuando
pensamos que sucederán con la misma frecuencia a largo plazo: Los estudian-
tes deberían tener ideas de que dos eventos son equiprobables sin necesidad de que
haya intervención de un número que indique la probabilidad de los eventos compara-
dos, trabajando aspectos como la justicia. En ninguno de los estándares colombianos
se considera conceptos relacionados con la equiprobabilidad.
5. Clave 5. Usamos números para describir qué posibilidad tiene algo de que
suceda: En cierto nivel, los estudiantes deberían poder asignar un numero para la
probabilidad de un evento, en primera instancia de manera intuitiva, así como tam-
bién poder decidir que significa un porcentaje de probabilidad o asignar en una escala
numérica de 0 a 1 la probabilidad de un evento. Relacionado con los Estándares 3a,
3b y 4c.
6. Clave 6. Algunas veces listamos y comparamos todas las posibles cosas que
pueden suceder para predecir que tan posible es que ocurra algo: Por medio
de listados de posibles resultados, los estudiantes pueden analizar mejor un problema
de probabilidad. Cuando lo estudiantes están iniciando el estudio de la probabilidad
1Para la lectura se debe tener en cuenta la numeración realizada de los Estándares en las páginas 25 y 26.
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sólo se enfocan en los resultados de un evento en los que ellos están interesados, pero
conforme van avanzando se espera que vean que se deben tener en cuenta todos los
posibles resultados del evento. Relacionado con el Estándar 4b.
7. Clave 7. A veces usamos la frecuencia con la que ha ocurrido un evento para
predecir la probabilidad de que suceda en el futuro: Sugiriendo actividades
experimentales, se pueden seguir caminos donde los estudiantes hagan predicciones
a partir de un enfoque frecuentista de la probabilidad. No se relaciona con ningún
estándar.
4.2. Estrategias para la enseñanza de la probabilidad
Borovcnik y Peard (1996) clasifican diversas estrategias útiles para la enseñanza de la pro-
babilidad en cinco grupos. El primer grupo son las estrategias que buscan simplificar las
relaciones matemáticas, donde se destacan la simulación y la visualización. El segundo gru-
po reúne la integración de las aplicaciones a la enseñanza, donde se puede incluir estrategias
como la experimentación y el juego.El tercer grupo incluye aquellas estrategias intuitivas,
que conectan el mundo intuitivo del estudiante con ideas matemáticas, sin que esto implique
un proceso de modelización. El cuarto grupo de estrategias son las que, a partir de un dialogo
y una discusión abierta se parta de las ideas intuitivas de los estudiantes, y por medio de la
mediación del docente, se ayude a los estudiantes a llegar a un concepto. El ultimo grupo
son las estrategias que usan el formalismo para integrar las ideas intuitivas de los estudiantes
de manera efectiva.
Para el desarrollo de la secuencia didáctica se tuvieron en cuenta estrategias que pertenecen
a los primeros dos grupos, en especial la simulación, la experimentación y el juego.
4.2.1. Simulación
La simulación es una reproducción artificial de un modelo teórico de una situación, que anali-
za su comportamiento y planea las consecuencias de cambios similares dentro de un contexto
real. En la actualidad las tecnologías computacionales permiten la creación de simulaciones
basadas en modelos probabilísticos, así como la determinación de varios parámetros por
medio de acercamientos frecuentistas y la comprobación de modelos teóricos por medio de
comparaciones entre el comportamiento de la simulación según los datos observados (Chaput,
Girard, y Henry, 2015).
Según Biehler (1991), citado por (Borovcnik y Peard, 1996), la simulación tiene dos papeles
dentro de la enseñanza de la probabilidad: uno es la simulación como método para resolver
problemas, ya que permite saltar grandes cálculos dentro de las matemáticas, y el otro es
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como antecedente empírico para la probabilidad, ya que brinda una base operacional, carente
en la probabilidad. Aun así, a pesar de todas las ventajas que brinda el uso de simulaciones,
se debe tener en cuenta que, al hacer uso de éstas, no da una explicación del cómo y por qué
la solución que brinda realmente resuelve el problema.
Un aspecto a tener en cuenta al usar simulaciones, sobre todo las computacionales, es que,
dado a que los computadores generan secuencias aleatorias a partir de ecuaciones algebrai-
cas, se introduce una paradoja: ¿cómo se pueden generar resultados aleatorios a partir de
algo determinista?. Por esto se debe tener en cuenta que los resultados que se producen en
éste tipo de simulaciones son pseudo-aleatorios. A pesar de que no hay investigaciones con
resultados concluyentes, los puntos de vista intuitivos del aprendiz pueden dificultar el uso
de simulaciones en los procesos de enseñanza y aprendizaje, por lo que se sugiere iniciar el
estudio con simulaciones con material concreto, como urnas o ruletas, para después comparar
los resultados con simulaciones de computador (Borovcnik y Peard, 1996).
El uso de simulaciones puede tener algunas desventajas. Una de ellas es que puede sustituir
la forma en la que se piensa la solución de un problema, mientras que esto no es así, así como
tampoco puede dar explicación a intuiciones erradas. Lo que sí puede hacer las simulaciones
es indicar en dónde puede estar el error de estas intuiciones erradas (Borovcnik y Peard,
1996).
Considerando la simulación como un antecedente empírico para la probabilidad, Freudent-
hal (1991), citado por Borovcnik y Peard (1996), afirma que “las simulaciones usuales de
la ‘convergencia’ empíricas de las frecuencias relativas hacia la probabilidad desconocida
se enfoca en una serie progresiva de frecuencias, mostrando como se estabiliza” (p. 263).
También Freudenthal afirma que la importancia de éste tipo de acercamiento se basa en tres
preguntas:
¿A qué valor limite las frecuencias relativas convergen?
¿En qué medida convergen?
¿A qué razón convergen a este límite?
Estas preguntas se pueden eludir realizando un análisis directo del margen de variación alea-
toria para un número fijo, pero variable, de ensayos aleatorios, por lo que la principal tarea a
realizar sería la medición de un valor desconocido de probabilidad que depende de n ensayos.
4.2.2. La experimentación
En los procesos de enseñanza de la probabilidad, a lo largo del tiempo, se ha privilegiado
estrategias basadas en el enfoque clásico de la probabilidad. Con el desarrollo del análisis
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de datos, a finales del siglo XX, la enseñanza de la probabilidad ha optado en actividades
experimentales y empíricas, favoreciendo el enfoque frecuentista de la probabilidad (Chaput
y cols., 2015; Nilsson, 2014).
Nilsson (2014) afirma que la realización de experimentos en el proceso de enseñanza de la
probabilidad sirve como un contexto para la exploración e ilustración aspectos críticos de
este proceso, usando los datos empíricos que produzcan los estudiantes. Citando a Cobb
(1990) y a Shaughnessy (2003), recalca la importancia de la enseñanza de la probabilidad
por medio de la recolección de datos, que permita la discusión en el aula de clase sobre con-
ceptos de probabilidad. Aun así, señala que la experimentación puede que no siempre motive
lo suficiente a los estudiantes para que reflexionen sobre el uso de los datos que se recolectan
o que no la vean como evidencia para hacer predicciones probabilísticas sobre algún evento.
Para llevar a cabo un experimento, en probabilidad, se examina un evento aleatorio de interés
efectuando acciones especificas y observando los resultados, realizando intentos en repetidas
ocasiones 2. Lee y Mojica (2007) dan los pasos que debería tener un experimento probabi-
lístico para ser usado en el proceso de enseñanza de un concepto, así como los aspectos que
deben tener en cuenta los profesores encargados de este proceso. Estos se muestran en la
Tabla 4.1.
Enfocando la atención hacia la enseñanza y aprendizaje de las interpretaciones frecuentista
y clásica de la probabilidad por medio de la experimentación es necesario comparar y ver la
relación entre estos dos enfoques probabilísticos, y para esto los estudiantes necesitan enten-
der las relaciones de parte-todo, lo que lleva a pensar que los estudiantes para poder iniciar
el estudio de la probabilidad desde un punto de vista experimental deberían conocer sobre
proporciones y porcentajes, aunque se puede pensar en contravía, la probabilidad experi-
mental podría servir como herramienta para desarrollar en los estudiantes los conocimientos
sobre proporciones y porcentajes (Nilsson, 2014).
4.2.3. El juego
La historia muestra la importancia de los juegos de azar en el desarrollo de la teoría de la
probabilidad. Por otro lado, los juegos de azar son de los primeros elementos que le permiten
a las personas tener contacto con situaciones donde la aleatoriedad está presente, iniciando el
proceso de concientización de la imprevisibilidad de los resultados, así como de la estimación
de resultados, lo que conlleva a que se pueda adquirir conocimientos probabilísticos antes de
una introducción formal al tema (Cañizares, Batanero, y Serrano, 1999).
2La simulación, según Lee y Mojica (2007), es un tipo especial de experimento, en el que un objeto generador
de resultados aleatorios es usado para modelar un evento aleatorio de manera repetitiva
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Pasos en el experimento El profesor debe ser capaz de
1. Entender el contexto del problema a
estudiar para identificar los eventos de
interés.
Escoger problemas y contextos amenos para los
experimentos.
Definir el evento aleatorio según el contexto elegi-
do.
2. Identificar los posibles resultados pa-
ra el evento aleatorio.
Construir el espacio muestral.
Entender las probabilidades de cada evento.
Decidir si los estudiantes deberían computar pro-
babilidades teóricas a priori.
3. Seleccionar un objeto generador de
resultados aleatorios apropiado.
Escoger objetos que mantengan las características
del problema. Ya sea usar objetos idénticos como
se indica en el contexto del problema para llevar
a cabo el experimento o usar un objeto diferente
para simular el problema.
4. Determinar en qué consiste un inten-
to y una muestra.
Definir un intento (un solo resultado) y una mues-
tra (una colección de intentos).
5. Repetir un número de intentos para
determinar una muestra, posiblemente
repetir el muestreo.
Decidir un número de repeticiones o permitir a los
estudiantes que tomen esta decisión.
Decidir si estructura el proceso de recolección de
datos y la organización de la información recolec-
tada, o si permite a los estudiantes tomar esta de-
cisión.
Entender el rol de independencia o dependencia en
los intentos/muestras repetidos.
Entender la ley de los grandes números.
6. Analizar resultados para computar la
probabilidad empírica del evento.
Decidir cómo utilizar la información recolectada,
incluyendo cualquier muestra publica de tablas,
gráficas, etc.
Decidir cómo ayudar a los estudiantes a que le den
sentido a los resultados empíricos.
Entender cómo interpretar resultados en relación
del tamaño de la muestra y de las probabilidades
teóricas (si aplica).
7. Usar probabilidades empíricas para
tomar decisiones sobre el problema ori-
ginal.
Interpretar resultados empíricos en términos del
problema original.
Tabla 4.1.: Pasos para llevar a cabo un experimento
(Lee y Mojica, 2007, p. 437-438)
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Según Cañizares y cols. (1999) la investigación sobre el uso y la implicación del juego para
la enseñanza de conceptos probabilísticos es poca, pero si se encuentran bastantes experien-
cias de aula (Foster y Martin, 2016; Freda, 1998; Lanier y Barrs, 2003; López Puga, 2014;
McPherson, 2015; Nilsson, 2007; Wiest y Quinn, 1999). Estas experiencias fueron útiles para
el diseño de las actividades contenidas en el Capítulo 5, pero se tomarán aspectos del juego
como estrategia en la enseñanza de las matemáticas.
González, Molina, y Sánchez (2014), mencionan dos tipos de juego que se pueden llevar a
cabo en el aula: los instruccionales y los matemáticos. Los juegos instruccionales son aquellos
en los que se han definido unos objetivos educativos, cognitivos o afectivos, mientras que los
matemáticos contemplan los siguientes aspectos:
1. La actividad involucra:
a) Un desafío contra una tarea o uno o más oponentes.
b) O una tarea común que debe abordarse ya sea solo o, más comúnmente, en
conjunción con otros.
2. La actividad se rige por un conjunto de reglas y tiene una estructura clara subya-
cente a las mismas.
3. La actividad normalmente tiene un final distinto.
4. La actividad tiene objetivos matemáticos y cognitivos específicos.
(González y cols., 2014)
En esta misma investigación se habla sobre los efectos del juego en la enseñanza de las
matemáticas. Algunos de estos aspectos son:
1. Los juegos sirven como motivación para los estudiantes, mejorando sus actitudes hacia
la clase (citando a Ernest, 1986).
2. Los juegos fomentan habilidades sociales que favorecen la discusión matemática, el
aprendizaje de conceptos, el refuerzo de habilidades, el desarrollo de la comprensión y
la apropiación de estrategias para solucionar problemas (citando a Oldfiel, 1991).
3. Citando a Butler (1988), menciona los siguientes aspectos, no tan favorecedores, del
uso de juegos:
Los estudiantes generalmente adquieren conocimientos y habilidades iguales a
como lo harían en otras situaciones.
Aunque la velocidad de aprendizaje es mayor con los juegos, la cantidad aprendida
no necesariamente aumenta.
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4. El uso de juegos permite el desarrollo de estrategias para la solución de problemas,
tales como proponer y probar hipótesis, ensayo y error, búsqueda de patrones, entre
otros (citando a Kraus (1982), Oldfield (1991) y Corbalan (1996)).
Volviendo al caso de la probabilidad, se sabe que conocer la historia de una idea matemática
puede ayudar a su comprensión, puesto que da una guía para enmarcar dicha idea en los
problemas que fueron motivo para su surgimiento o en las razones por las cuales se decidieron
estudiar (de Guzmán, 1992), y en el caso de la probabilidad, los juegos de azar fueron parte
importante. Así, el conocimiento de la historia de las ideas matemáticas permite:
1. Conocer las dificultades que pueden tener los estudiantes al abordar algunos temas,
puesto que probablemente esas mismas dificultades también estuvieron presentes cuan-
do surgieron dichas ideas (de Guzmán, 1992).
2. Comprender mejor el proceso en que, históricamente, se han concebido las ideas ma-
temáticas, ya que los procesos de aprendizaje de las matemáticas se pueden asemejar
a dicho proceso (de Guzmán, 1992).
3. La Historia de la Matemáticas se puede convertir en una fuente de problemas, situa-
ciones, anécdotas, etc., para que el profesor acuda a ellas y hacer de uso esos recursos
para mejorar los procesos de enseñanza y aprendizaje (Guacaneme, 2011)
4.3. Razonamiento y pensamiento probabilístico
En la actualidad, tener conocimientos sobre probabilidad y razonar probabilísticamente es
necesario tanto en el día a día como en el ámbito profesional para la toma de decisiones,
según Gal (2005), citado por Batanero y cols. (2016).
El razonamiento probabilístico es un modo de pensar que toma como referencia los juicios y
la toma de decisiones, donde la incertidumbre está presente, que son relevantes para la vida.
También se considera como la acción de pensar en escenarios que permitan la exploración
y evaluación de diferentes resultados posibles en situaciones de incertidumbre. Este tipo de
razonamiento incluye las habilidades de identificar eventos aleatorios en varios contextos,
analizar y hacer suposiciones apropiadas sobre estos eventos, construir modelos matemáticos
para situaciones estocásticas, explorando escenarios y resultados posibles de estos mode-
los, y aplicar métodos y procedimientos matemáticos para la probabilidad y la estadística
(Batanero y cols., 2016).
Por otro lado, el pensamiento probabilístico es una perspectiva para la enseñanza de la pro-
babilidad en todos los niveles. Borovcnik y Peard (1996) consideran dos aspectos sobre este
pensamiento. El primero tiene que ver con el hecho de caracterizar a la probabilidad como
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un medio para describir una forma especial de pensar, que se puede usar para acercarse a
la realidad en términos de incertidumbre; el segundo aspecto tiene que ver con que, si se
desarrolla un tipo especial de pensamiento, entonces esto permitiría que se estructurara la
realidad en una forma muy específica.
Ideas sobre el concepto de probabilidad, como los enfoques frecuentista y clásico, y la alea-
toriedad, son base para un pensamiento intuitivo y deben ser afinadas por un tratamiento
matemático, estructurando desde una perspectiva matemática el pensamiento aleatorio. Sin
importar qué interpretación de la probabilidad se quiera abordar, es necesario tener una
base intuitiva; aprender dicha teoría permite estructurar el pensamiento, antes vago, sobre
los fenómenos aleatorios (Borovcnik y Peard, 1996).
Una forma para formalizar el pensamiento intuitivo de la probabilidad es por medio del uso
de simulaciones, que brinda una forma material de la probabilidad permitiendo estudiar las
consecuencias empíricas, ademas de ilustrar la variación de la aleatoriedad, un fenómeno
en los que los pensamientos intuitivos necesitan una reestructuración por la abundancia de
ideas equivocadas que puedan surgir (Borovcnik y Peard, 1996).
De esta forma, y como lo menciona Borovcnik y Peard (1996), la enseñanza de la probabi-
lidad debe enfocarse en establecer ideas intuitivas y así no depender solo de la presentación




En este capítulo se describen las actividades realizadas en la secuencia didáctica. Esta
descripción se realiza en tres partes para cada actividad —con excepción de la actividad
diagnóstica—, que son:
1. Generalidades de la actividad: se enuncia el tipo de actividad, los objetivos de la
actividad, el objeto matemático, los recursos a utilizar y las referencias bibliográficas
que brindaron ideas o mencionan experiencias realizadas por investigadores en el pasado
que ayudaron a la creación de la misma.
2. Mecánica de la actividad/juego: Se explica la idea general de la actividad a desarrollar
mencionado el fin de la actividad, los aspectos a tener en cuenta, las reglas a seguir (sí
aplica), entre otras.
3. Metodología y descripción de la actividad: Aquí se da una descripción de una posible
forma de cómo se puede llevar a cabo la actividad en el aula de clase, dando información
sobre el tiempo a emplear, las posibles preguntas que pueden guiar el desarrollo de la
clase, etc.
En total se diseñaron seis actividades, incluida la actividad diagnóstica.
5.1. Actividad 0: Actividad diagnóstica
El fin de la actividad diagnóstica es saber que ideas tienen los estudiantes sobre la proba-
bilidad y posibles pre-saberes que hayan adquirido en su proceso de aprendizaje, bien sea
en una ambiente escolar o no. Para el desarrollo de esta actividad se tuvieron en cuenta
los Estándares Básicos de Competencias, nombrados en la Sección 4.1 de este documento,
creando un cuestionario que permitiera evidenciar qué estándares cumplen los estudiantes.
A continuación se presenta el cuestionario utilizado.
5.1.1. Cuestionario
1. En la siguiente tabla completa con una ‘x’ según corresponda la probabilidad de que
cada evento ocurra.








Lanzar un dado de 6 caras y que
salga un numero par
Lanzar una moneda y que salga
cara o cruz
Que hoy llueva en Bogotá
Lanzar un dado de 6 caras y que
salga 9
Escoger una carta de una baraja
inglesa y que salga una carta roja
Que veas nieve en los próximos 4
días
Lanzar un dado de 6 caras y no
salga 3
Los números ganadores del Balo-
to sean 12, 43, 22, 15 y 7, y la
superbalota sea 10
Tabla 5.1.: Cuestionario Actividad Diagnóstica-Evaluación No Numérica
2. (Evaluación Numérica)
a) Ubica cada uno de los siguientes eventos en la escala numérica según la probabi-
lidad de que ocurran, siendo 0 ‘Nada probable’ y 1 ‘Seguro’. Utiliza las letras de
cada evento para ubicarlos en la escala.
b) Para cada uno de los eventos justifica brevemente porque elegiste esa ubicación
en la recta.
Figura 5.1.: Escala numérica para la Actividad Diagnóstica
A. Lanzar un dado de 6 caras y que salga un número par.
B. Lanzar un dado de 6 caras y que salga 1.
C. Sacar de baraja inglesa un 12 rojo.
D. Escoger al azar a una persona del curso y que esta persona sea hombre.
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E. Lanzar un dado y que salga un numero de 1 a 6.
3. Un juego consiste en lanzar dos dados (de seis caras cada uno) y sumar los núme-
ros resultantes. Si tuvieras que apostar por algún resultado, ¿qué número escogerías?
Justifica tu respuesta.
5.1.2. Finalidad de las preguntas
El planteamiento de las preguntas se hizo asumiendo que los estudiantes, al estar cursando
el grado noveno, deberían cumplir los estándares planteados para éste nivel, por lo que se
descartó hacer preguntas que permitieran evidenciar que los estudiantes cumplan los están-
dares para los grados 10 ◦ y 11 ◦.
Cada una de las preguntas tenía como finalidad evidenciar si los estudiantes cumplían o no
con cierto estándar, escogido entre los estándares que se relacionan con la probabilidad, con-
tenidos en las páginas 25 y 26 de éste documento. La relación entre preguntas y Estándares
se presenta en la Tabla 5.2. Para su lectura se debe tener en cuenta la numeración que se
siguió en la página antes mencionada.
Grados 1◦-3◦ 4◦-5◦ 6◦-7◦ 8◦-9◦
Estándar a b a a b a b c
Pregunta 1 x x
Pregunta 2a x x x
Pregunta 2b x x
Pregunta 3 x x x
Tabla 5.2.: Relación entre preguntas del cuestionario y Estándares Básicos de Competencias
5.2. Actividad 1: Urnas
5.2.1. Generalidades de la actividad
Tipo de actividad: Experimental
Objeto matemático: Probabilidad desde la concepción frecuentista.
Objetivo de aprendizaje: Acercarse al concepto de probabilidad, ésto mediante la fre-
cuencia relativa.
Objetivo de enseñanza: Presentar una aproximación a la medida de probabilidad, me-
diante la frecuencia relativa observada.
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Recursos: Esta actividad se construyó pensando en enseñar a 30 estudiantes reunidos en 6
grupos de cinco estudiantes.
Elementos para cada grupo de estudiantes:
• Una urna no transparente con fichas de diferentes colores (amarillo, rojo, azul,
verde y negro). Cada bolsa tendrá el mismo número de fichas, pero no la mis-
ma cantidad por colores. Para la actividad que se aplicó en esta secuencia, la
distribución de fichas de colores por urna se muestra en la Tabla 5.3.
Urna 1 Urna 2 Urna 3 Urna 4 Urna 5 Urna 6
Amarillo 3 10 4 5 14 11
Rojo 3 9 19 8 11 8
Azul 17 12 2 29 8 12
Verde 20 8 4 5 9 11
Negro 7 11 21 3 8 8
TOTAL 50 50 50 50 50 50
Tabla 5.3.: Distribución de fichas por color en las urnas
Elementos por todo el curso
• Un vídeo proyector
• Un equipo de cómputo
• Conexiones para audio y vídeo
Referencias bibliográficas: Nilsson (2014)
5.2.2. Mecánica de la actividad
Hay seis urnas; cada urna contiene fichas plásticas de diferentes colores. A cada grupo se le
asignará una de estas urnas para determinar que tanta probabilidad hay de extraer una ficha
azul de dicha urna. Para tal fin cada grupo podrá revisar su urna por medio de extracciones,
siguiendo las siguientes reglas:
1. No pueden sacar todo el contenido de las urnas.
2. Solo pueden extraer de una ficha en cada intento que realicen y regresarla a la urna
(selección con reemplazo).
3. Antes de cada extracción se debe agitar la urna, para agregar aleatoriedad al proceso.
4. No pueden contar el total de fichas contenidas en una urna.
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5. Pueden hacer las extracciones que quieran.
Para garantizar que el trabajo se esté realizando de manera correcta cada grupo deberá
nombrar:
Un referee: Será el encargado de supervisar que se cumplan las reglas antes menciona-
das. Es decir, agitará la urna antes de cada extracción, comprobará que solo se tome
una ficha por extracción y que esta se regrese a la urna.
Un registrador: Será el encargado de llevar registro escrito de los colores de las fichas
extraídas y de llenar la tabla de frecuencias que se le entregará a cada grupo.
Dos o tres extractores: son los encargados de hacer las extracciones de las fichas. Deben
tener en cuenta que sólo una persona puede extraer ficha en cada intento.
Una vez que cada grupo haya revisado las urnas, se recolectará la información de cada grupo,
se compartirá con todos los estudiantes y se llegará a un consenso entre todos sobre cuál
urna es la que tiene mayor probabilidad de que salga una ficha azul a partir de la información
recolectada
5.2.3. Metodología y descripción de la actividad
1. Introducción [10 minutos]: Se ordena el grupo de estudiantes en seis grupos, ca-
da uno de cuatro o cinco personas, se les explicará la actividad y se les hará entrega
de la urna. Para para la recolección de la información se le brindará a cada uno de
los grupos la urna que estudiaran y la Tabla 5.4 para la presentación de la información.







Tabla 5.4.: Tabla de frecuencias. Color de fichas extraídas
2. Experimentación y recolección de información [20 minutos]: Se les dará a los
estudiantes 15 minutos para que hagan la revisión del material y registren la informa-
ción. Se supervisará que cada grupo esté realizando la tarea propuesta correctamente.
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Después de 15 minutos de experimentación se le pedirá a los registradores de cada
grupo que ingrese la información obtenida en una hoja de cálculo, que se proyectará
por medio del vídeo proyector y así todos conozcan la información recolectada.
3. Discusión e institucionalización [30 minutos]: Con la información recopilada se le
pedirá a cada uno de los grupos que en un trozo de papel redacten un párrafo en el que
mencionen que urna escogerían y la razón de esa elección. Se recogerán las redacciones
y se leerán, poniéndolas a juicio del todo el grupo de estudiantes.
Se esperan respuestas de dos tipos:
a) Que se escoja la urna donde se haya extraído la mayor cantidad de veces fichas
azules, sin tener en cuenta el total de extracciones realizadas en dicha urna.
b) Que se escoja la urna donde se haya extraído la mayor cantidad de veces fichas
azules, teniendo en cuenta el total de extracciones realizadas en dicha urna.
Lo ideal es que, inicialmente se llegue a una afirmación como la segunda para así poder
dar paso a la idea de la frecuencia relativa como medida de probabilidad. En caso
tal que haya grupos que lleguen a la primera respuesta se les preguntarán cosas como
“¿Dónde es más frecuente encontrar fichas azules teniendo en cuenta que, en la urna
A, de x extracciones, x fueron azules, mientras que en la urna B se obtuvieron y azules
de Y extracciones?”.
Una vez ya se haya llegado a una conclusión parecida a la segunda respuesta, se puede
dar el caso en que se llegue a la conclusión que dos urnas puedan ser las más indicadas
para hacer la extracción, y se propenderá por este camino (en caso tal que los estu-
diantes no lleguen a una conclusión de este tipo, la docente podrá sugerir otra urna en
la que se tenga una probabilidad alta). Para encaminar la discusión se pueden plantear
preguntas como las siguientes:
“¿Qué podríamos utilizar para comparar las dos urnas y elegir la que mayor
probabilidad tenga de escoger una ficha de color azul?"
“Si escogiéramos un número que me informara sobre la probabilidad de extraer
una ficha de X color, ¿Qué número seria? ¿Cómo se podría obtener teniendo en
cuenta que debemos relacionar el número de veces que sacamos fichas azules con
el total de extracciones que hicimos?”
“Vamos a acordar que el número el cual asignemos para la probabilidad de que
pase algo va ser un número entre 0 y 1, donde 0 significa que es imposible que
ocurra el evento y 1 significa que es seguro que ocurre, como en la actividad
diagnóstica. En este caso, ¿Cómo podríamos obtener ese número, con estos datos
que tenemos, de tal forma que se cumpla este acuerdo?”
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Con la discusión que surja con las respuestas se espera que los estudiantes identifiquen
la frecuencia relativa como medida de probabilidad de un evento. Al final de la discusión
ya se debe haber elegido la urna con la mayor probabilidad de extraer una ficha de
color azul, por lo que se hará la prueba extrayendo una de las fichas.
4. Evaluación [10 minutos]: La evaluación de la actividad consta de dos partes: una
grupal y otra individual. Para la evaluación grupal se le pedirá a cada grupo que com-
plete la Tabla 5.5 con el valor de probabilidad, según la interpretación frecuentista, de
obtener una ficha de cada uno de los colores. Estas respuestas serán insumos para la
Actividad 4, descrita en la Sección 5.5.
Urna _____






Tabla 5.5.: Tabla de probabilidades. Colores de fichas.
Para la evaluación individual a cada estudiante se le hará la siguiente pregunta, que
deberán responder de manera escrita: “¿Cuál es la urna en donde es menos probable
extraer una ficha de color verde?.
5.3. Actividad 2: Carrera de caballos
5.3.1. Generalidades de la actividad
Tipo de actividad: Juego
Objeto matemático: Probabilidad frecuentista
Objetivo de aprendizaje: Utilizar la interpretación frecuentista de la probabilidad para
tomar decisiones.
Objetivos de enseñanza:
Mostrar a los estudiantes una situación problema en la que se puede utilizar la inter-
pretación frecuentista de la probabilidad.
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Sentar un precedente para el inicio del estudio de la interpretación clásica de la pro-
babilidad.
Recursos
Elementos para cada grupo de estudiantes:
• Tableros de carrera. Consiste en un cartón de tamaño oficio con una cubierta
de papel acetato. El tablero tendrá 12 casillas de donde saldrá cada caballo y 5
casillas a lo largo, que será la pista de carreras, como se muestra en la Figura 5.2.
Figura 5.2.: Tablero para carrera de caballos.
• Dos dados de seis caras, cada uno de diferente color.
• Un marcador borrable.
Elementos por todo el curso
• Un vídeo proyector
• Un equipo de cómputo
• Conexión necesaria para audio y vídeo
Referencias bibliográficas: Skovsmose (2001) y Foster y Martin (2016)
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5.3.2. Mecánica del juego
En una carrera corren 12 caballos, cada uno de los caballos identificándose con un número
del 1 al 12. La pista de carreras tiene un número determinado de casillas, en las que los
caballos pueden avanzar a partir del lanzamiento de un par de dados (de 6 lados cada uno).
Se lanzan los dados y la suma de los resultados obtenidos determina que caballo puede avan-
zar de posición, avanzando una casilla cada vez que se lancen los dados. Cada uno de los
jugadores deberán apostar por un caballo. Gana el caballo que primero complete un número
de casillas determinado antes de iniciar la carrera.
Para el caso de la actividad que se llevó a cabo en esta secuencia didáctica se utilizó un
tablero de cinco casillas, que representó la pista de carreras, por lo que el primer caballo en
completar cinco casillas será el ganador. A cada grupo de estudiantes se les hace entrega de
un tablero, un par de dados de seis caras cada uno y un marcador borrable; con el marcador
marcaran las casillas avanzadas por cada caballo. Los estudiantes deberán turnarse para
lanzar los dados.
5.3.3. Metodología y descripción de la actividad
1. Introducción [10 minutos]: Se organizará el curso en grupos de cinco o seis estu-
diantes y se les explicará la situación problema (juego). Se le entrega a cada grupo el
tablero de carreras, un marcador borrable y un par de dados de seis caras. Adicional
a esto también se les entregará una tabla de resultados (Tabla 5.6) en donde cada
grupo registrará lo sucedido en cada juego. Cada tablero deberá jugarse 5 veces y cada
apostador no podrá cambiar de caballo entre partidas.
2. Juego [30 minutos]: Se les dará a los estudiantes 15 minutos para que jueguen y
completen la tabla de datos. Una vez hayan terminado, un representante de cada grupo
ingresará los datos en la hoja de cálculo (Tabla 5.7) en el ordenador del curso. Conforme
se vaya completando la tabla con los datos de los estudiantes la hoja de cálculo generará
una gráfica de linea que represente la cantidad de veces que ha ganado en total cada
caballo.
Una vez recopilados los datos se les preguntará de forma general por el caballo por el
que apostarían en una próxima carrera y el porqué de su elección, teniendo en cuenta
la información recolectada. Se espera que los estudiantes relacionen la justificación de
su respuesta con lo concluido en la actividad planteada en la Sección 5.2. En caso tal
de que las justificaciones no estén relacionadas con el cálculo de probabilidad a partir
de una interpretación frecuentista se pueden plantear preguntas como:
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Tabla 5.6.: Tabla de resultados de carreras de caballos.
Teniendo en cuenta que en total se hicieron 30 carreras, ¿no escogerían al caballo
que más veces ganó?
Si retomamos la idea a la que concluimos en la actividad anterior, o sea, que
para saber la probabilidad de que ocurra un evento se puede dividir el número de
veces que ocurrió el evento entre el total de veces que se realizó un experimento,
con estos datos que tenemos, ¿cuál es el caballo con más probabilidades de ganar?
Una vez se reflexione sobre la elección que se tomará, se buscará llegar a un consenso
entre todo y se tomara la decisión, y se hará una última carrera y se comprobará si la
decisión fue acertada.
5.4. Actividad 3: Carrera de caballos (Simulación)
5.4.1. Generalidades de la actividad
Tipo de actividad: Simulación.
Objeto matemático: Interpretación clásica de la probabilidad.
Objetivos de aprendizaje:
Por medio de simulaciones, identificar patrones de comportamiento de probabilidades
frecuentistas de un evento.
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Tabla 5.7.: Hoja de cálculo para recopilar resultados de carreras.
Identificar la probabilidad clásica de un evento como estabilización de la probabilidad
frecuentista de dicho evento.
Objetivo de enseñanza: Por medio una simulación presentar a los estudiantes una situa-
ción que propicie el estudio de la probabilidad de un evento desde una interpretación clásica.
Recursos
Elementos para cada grupo de estudiantes
• Un smartphone con sistema operativo Android. Debe tener instalado la aplicación
móvil ‘Carrera de caballos’ 1.
• En caso tal de no poseer un smartphone con la aplicación disponible se necesitará
un equipo de computo con acceso a internet. En la plataforma web Scratch se
encuentra un aplicativo web2 con funcionalidades similares a las de la aplicación
móvil.
Elementos por todo el curso
• Un vídeo proyector
• Un equipo de cómputo
• Conexión necesaria para audio y vídeo.
Referencias bibliográficas: Foster y Martin (2016)
1El instalador de la aplicación y su manual de uso se encuentran disponibles en la pagina web
https://goo.gl/xDYcMB. En el Apéndice A se encuentra el manual de uso.
2Este se encuentra disponible en https://scratch.mit.edu/projects/170655063/
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5.4.2. Mecánica de la actividad
Análogo a la mecánica planteada en la actividad de la Sección 5.3 ahora se plantea la po-
sibilidad de que la pista de carreras sea más larga, es decir, que para que un caballo gane
necesita completar más casillas. Si ésta tarea se realiza con material manipulable, se tor-
na dispendiosa de hacer, por lo que para lograr realizar esta actividad se hará uso de una
aplicación móvil, o en su defecto, un aplicativo web, que simulará una carrera a partir del
número de casillas que se necesitan para ganar la carrera.
Los estudiantes tendrán disponible la aplicación, y deben realizar dos actividades. La primera
es explorar las funcionalidades de la aplicación y la segunda es realizar tantas simulaciones
como ellos quieran. De igual manera se realizarán simulaciones en el desarrollo de la activi-
dad en aula.
5.4.3. Metodología y descripción de la actividad
1. Introducción3[10 minutos]: Con los estudiantes ordenados en grupos de cuatro o
cinco personas, se les explicará la nueva situación problema, expuesta previamente.
A cada integrante de cada grupo se le entregará una tabla para que registren los
resultados de cada una de las simulaciones realizadas en esta actividad, de tal forma
que cada estudiante se encargue de completar la información de un puesto especifico de
la carrera, es decir, un estudiante se encargará de recopilar la información del caballo
que ocupó la primera posición, otro la del caballo que ocupó la segunda posición, y así
sucesivamente (Tabla 5.8).
2. Simulaciones y recolección de datos [30 minutos]: Se les indicará a los estu-
diantes que simulaciones deben realizar4. Para cada simulación y la recolección de los
respectivos datos se dará un tiempo máximo de 2 minutos. En total se realizarán 10
simulaciones, empezando con una de 55 casillas y aumentando en cada simulación de
a cinco casillas, hasta llegar a una simulación de 100 casillas. Al finalizar las diez simu-
laciones se les preguntará a cada uno de los estudiantes por el caballo que más veces
quedo en las diferentes posiciones al finalizar las carreras. Esta información se consig-
nará en una hoja de cálculo (Tabla 5.9) y se proyectará por medio del vídeo proyector
para que todos los estudiantes conozcan los resultados obtenidos.
3Con anterioridad se les habrá pedido a los estudiantes que descarguen la aplicación en sus dispositivos, o
en su defecto, que hayan revisado el aplicativo en la plataforma Scratch
4En caso de estar utilizando la aplicación móvil deben utilizar la opción ‘Carrera larga’.
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Caballo con mayor frecuencia en
quedar en esta posición:_____
Tabla 5.8.: Tabla para recolección de datos de simulaciones.
Primer puesto Segundo puesto Tercer puesto Cuarto puesto Quinto puesto
G1 G2 G3 G4 G5 G6 G1 G2 G3 G4 G5 G6 G1 G2 G3 G4 G5 G6 G1 G2 G3 G4 G5 G6 G1 G2 G3 G4 G5 G6
Caballo
MODA
Tabla 5.9.: Hoja de cálculo con resultados de las simulaciones.
3. Discusión [40 minutos]: Se iniciará la discusión teniendo en cuenta la información
recolectada para la primera posición de la carrera. La pregunta con la que se puede
iniciarla discusión pueden ser: Si se hiciera una simulación con 200 casillas, ¿qué caballo
esperan que ocupe la primera posición? ¿Por qué?. Por lo que se revisó en los Ejemplo
6 y Ejemplo 9 del Capítulo 2 se sabe que el resultado con mayor probabilidad es el 7.
Con esto en mente, las respuestas que pueden dar los estudiantes pueden ser:
a) El caballo con más probabilidades de ocupar la primera casilla es uno diferente al
7. La razón de esto es puede ser porque, en las simulaciones que los estudiantes
realizaron, un caballo diferente al 7 ganó en la mayoría o algunas oportunidades.
b) El caballo con más probabilidades de ocupar la primera casilla es el 7. La justi-
ficación de esta respuesta puede ser porque el Caballo 7 ganó en la mayoría de
oportunidades, o porque la probabilidad frecuentista de que este caballo ocupará
la primera posición fue mayor entre los caballos que ocuparon esta posición.
Si los estudiantes dan respuestas del primer tipo se realizará una simulación de una
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carrera con 500 casillas, mostrando que el caballo 7 en efecto gana5. En el caso que
los estudiantes hayan llegado a una conclusión similar a la segunda respuesta se puede
continuar preguntándoles por la razón por que, al parecer, al aumentar el numero de
casillas, el numero siete es casi seguro va a ser el ganador.
Para abordar la anterior cuestión una pregunta orientadora puede basarse en la última
simulación realizada. Se puede plantear a los estudiantes que si se tuviera que avanzar
otra casilla más (es decir, avanzar a la casilla 201), ¿cuál sería el caballo con mayor
probabilidad de avanzar?. Como ya se pudo haber concluido que el 7 al parecer es el
que va a ganar, por las simulaciones realizadas, lo ideal es llegar a que la razón por
la que sucede esto es por que hay más combinaciones para lograr que, a partir de los
resultados de los dados, la suma resulte ser 7.
Para poder llegar a esto se puede preguntar en una primera instancia por todos los
posibles resultados que se pueden dar al lanzar un dado de seis caras, esto con el fin de
ejemplificar un caso más sencillo que permita plantear la idea de probabilidad clásica,
partiendo de las ideas que los estudiantes ya poseen sobre probabilidad frecuentista.
Para esto se les puede preguntar por todos los posibles resultados que se pueden obte-
ner y luego calcular las probabilidades de obtener cada uno de los números.
Una vez se haga esto se puede seguir con el análisis del lanzamiento de dos dados.
De nuevo se inicia detallando los posibles resultados que se pueden obtener al hacer
un lanzamiento. Se puede ilustrar esto por medio de una tabla en el tablero, como se
muestra en la Tabla 5.106.
1 2 3 4 5 6
1 (1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (5, 1) (6, 1)
2 (1, 2) (2, 2) (3, 2) (4, 2) (5, 2) (6, 2)
3 (1, 3) (2, 3) (3, 3) (4, 3) (5, 3) (6, 3)
4 (1, 4) (2, 4) (3, 4) (4, 4) (5, 4) (6, 4)
5 (1, 5) (2, 5) (3, 5) (4, 5) (5, 5) (6, 5)
6 (1, 6) (2, 6) (3, 6) (4, 6) (5, 6) (6, 6)
Tabla 5.10.: Espacio muestral de lanzar dos dados de seis caras.
Una de las conclusiones que se debe sacar de esto es que en total hay 36 posibles
5Se han realizado varias simulaciones con 500 casillas y en el 100% de ellas el caballo 7 ha ganado.
6Se pueden utilizar colores, como por ejemplo los colores de los dados utilizados en la Actividad 2, para
que los estudiantes logren ver que el orden en las combinaciones hacen que estas sean distintas.
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resultados al lanzar dos dados. En seguida se puede preguntar por la cantidad de veces
que los resultados favorecen al Caballo 7. Si es necesario, la anterior tabla se puede
modificar (como se muestra en la Tabla 5.11), colocando el resultado de las sumas para
que los estudiantes observen la cantidad de veces que el resultado de la suma es 7, que
en total son seis veces.
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
Tabla 5.11.: Espacio muestral al lanzar dos dados de seis caras. Resultado de las sumas
Una vez que los estudiantes hayan identificado estos dos datos, el ideal es llegar a un
concepto cercano al planteado por la concepción clásica de probabilidad a partir de
determinar similitudes con la probabilidad frecuentista. Un camino para lograr esto es
utilizando expresiones como: “de 36 posibles resultados, 6 favorecen al siete” y haciendo
la traducción a la notación de fracción. Una vez se llegue a la probabilidad de obtener
7 desde la perspectiva clásica, con los estudiantes se determinará las probabilidades
para cada uno de los resultados de las sumas.
Para finalizar la discusión se compararan los valores de probabilidad clásica obtenidos
con los resultados recolectados por los estudiantes en las simulaciones y comprobar
cada una de las posiciones en las que terminaron los caballos.
4. Evaluación [15 minutos]: Se les pedirá a cada grupo que analicen la siguiente situa-
ción y escriban la respuesta de la pregunta planteada, justificando sus respuestas. La
situación es la siguiente: “Ahora se jugará carreras con dos dados de 8 caras cada uno.
Decidan que caballos ocuparán el podio (primer, segundo y tercer puesto). Justifiquen
su respuesta. ”.
5.5. Actividad 4: Urnas. Parte 2
5.5.1. Generalidades de la actividad
Tipo de actividad: Experimentación (Evaluativa)
Objetivos de aprendizaje:
52 5 Secuencia didáctica
Calcular probabilidades clásicas.
Comparar valores de probabilidades clásicas con probabilidades frecuentistas.
Objetivos de enseñanza:
Propiciar escenarios para que los estudiantes comparen las interpretaciones frecuentista
y clásica de la probabilidad.
Evaluar la capacidad de los estudiantes de calcular probabilidades clásicas.
Recursos por grupo de estudiantes:
Urnas utilizadas en la actividad de la Sección 5.2, con la misma distribución de fichas
de colores por urna, como se muestra en la Tabla 5.3.
Información resultante de las Tablas 5.5, diligenciadas en la actividad descrita en la
Sección 5.2.
5.5.2. Mecánica de la actividad
El fin de esta actividad es calcular las probabilidades, desde la interpretación clásica, de
obtener una ficha de cierto color en cada una de las urnas. Para lograr esto a cada uno de los
grupos de estudiantes (los mismos armados en la Actividad 1) se les entregará una urna con
fichas, de tal forma que ningún grupo tenga la misma urna con la que trabajó en la Actividad
1, con la respectiva información recolectada en las tablas de probabilidades de dicha urna
que se entregaron al final de esa actividad (Tabla 5.5).
Para esta actividad los estudiantes ya podrán acceder de manera completa a las urnas,
podrán sacar su contenido y hacer los conteos necesarios para obtener los valores de proba-
bilidad de obtener una ficha de cierto color. Una vez hayan calculado estas probabilidades se
calcularan el valor absoluto de cada una de las diferencias con las probabilidades frecuentis-
tas calculadas en la Actividad 1, realizando después la sumatoria de estos valores absolutos.
El grupo que obtenga el menor valor en esta sumatoria será recompensado con un premio.
5.5.3. Metodología y descripción de la actividad
1. Introducción [10 minutos]: Se organiza el curso en los mismos grupos que se han
conformado en la Actividad 1 y se les hará la explicación de la actividad, según lo
descrito anteriormente. A cada uno de los grupos se les hace entrega de una urna (que
no puede ser la misma con la que trabajó en la Actividad 1) y de una primera tabla
que deberán diligenciar. Esta tabla será para llevar el control de conteo de fichas según
su color (Tabla 5.12). Acto seguido, se les dará la indicación a los estudiantes para que
abran las urnas y diligencien las dos tablas.









Tabla 5.12.: Tabla de total de fichas en las urnas
2. Conteo [10 minutos]: Se les indicará que deben completar la Tabla 5.12. El docente
deberá tener a mano la información sobre la cantidad de fichas de cada color presentes
en las urnas (Tabla 5.3). Conforme los estudiantes terminen ésta tarea el docente
comprobará que hayan realizado el conteo de manera correcta. En caso de no ser así,
se les pedirá que realicen de nuevo el conteo.
3. Cálculo de probabilidades [20 minutos]: Una vez todos los grupos hayan ter-
minado el conteo de manera correcta se les entregará una segunda tabla que deben
diligenciar. Esta tabla será para registrar las probabilidades clásicas de obtener una
ficha de cierto color (Tabla 5.13) teniendo en cuenta la información que tomaron del
conteo hecho previamente. La columna ‘Probabilidad frecuentista’ de esta tabla estará













Tabla 5.13.: Tabla de diferencias de probabilidades.
7El docente será el encargado de transcribir la información recolectada en las Tablas 5.5 en las Tablas 5.13.
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Se les indicará a los estudiantes que deben calcular las probabilidades de obtener una
ficha con cada uno de los colores teniendo en cuenta los datos recolectados del conteo
y completar la tabla con dicha información, utilizando la columna ‘Probabilidad Clá-
sica’. Se les indicará de igual manera que para completar la columna ‘Diferencia entre
probabilidades’ deben realizar la resta entre los dos valores de probabilidad obtenidos
para cada uno de los colores y completar la tabla con los respectivos valores absolutos
de las restas realizadas. Para completar la casilla de ‘Sumatoria de diferencias’se les
indica que deben los valores de la columna de ‘Diferencia entre probabilidades’.
Una vez cada grupo haya terminado de completar la tabla, el docente las recogerá
y comprobará que los datos sean correctos; en caso de no ser así se les indicará que
valor es incorrecto y se les pedirá que los corrijan. En cuanto todas las tablas estén
completas de manera correcta, se seguirá con la premiación al grupo cuya sumatoria
de diferencias sea la menor en el curso.
5.6. Actividad 5: Dados cargados
5.6.1. Generalidades de la actividad:
Tipo de actividad: Experimental
Objeto matemático: Probabilidad frecuentista
Objetivo de aprendizaje: Comparar los valores de probabilidad de dos eventos a partir
de datos experimentales.
Objetivo de enseñanza: Plantear situaciones problemas en las que se utilice la frecuencia
relativa como medida de probabilidad para plantear una solución.
Recursos:
Elementos para cada grupo de estudiantes:
• Un par de dados de seis caras cada uno. Uno de los dados deberá estar carga-
do en una de las caras. Para esta actividad se utilizaron dados de espuma con
dimensiones de 4cm. Para cargar los dados se realizó un agujero de 1.1 mm de
profundidad en la cara 5, en la esquina contigua a las caras 6 y 4. En cada uno
de los dados se insertaron dos balines de acero de 1/8 de pulgada cada uno con
un peso de 0.062 kg 8.
Elementos por todo el curso
• Equipo de computo.
8Peso teórico obtenido de http://www.acerosborroni.com/?m=tables
5.6 Actividad 5: Dados cargados 55
• Vídeo proyector.
• Conexión necesaria para audio y vídeo.
• Aplicación web que simule lanzamientos de dos dados (sin carga) de seis caras
cada uno, y sume los resultados obtenidos. Esta aplicación fue desarrollada en la
plataforma Scratch9.
Referencias bibliográficas: Kincaid (2015)
5.6.2. Mecánica de la actividad
En las Actividades 5.4 y 5.5 se han realizado lanzamientos con dos dados de seis caras y se
ha llegado a la conclusión que el resultado de suma con mayor probabilidad es el número 7.
Se propondrá a los estudiantes un cambio a ésta situación, cargando uno de los dados con
los que se realizan los lanzamientos. Cada grupo recibirá un par de dados de seis caras cada
uno, distinguibles por color, de tal forma que uno de los dados este cargado . El objetivo
de esta actividad experimental es por medio del cálculo de frecuencias relativas examinar
cual es el resultado mas probable de obtener con el par de dados cargados y compararlos
resultados de una par de dados sin carga.
5.6.3. Descripción y metodología de la actividad
1. Introducción [10 minutos]: Se iniciará la clase organizando el curso en grupos de cinco
estudiantes y explicándoles lo que se debe realizar. De la misma manera se les explicará
la particularidad de los dados con los que se hará el experimento, es decir, se debe
explicar la forma en la que se cargó el dado (la cara donde se colocó el peso adicional o
como se modificó el dado). Una vez se haya explicado esto se les realizará la siguiente
pregunta para que cada grupo pueda formular una hipótesis de lo que pueda suceder en
la experimentación. Esta pregunta es: ”Al realizar la suma de los resultados, ¿cuál será
el o los resultados mas probables de obtener?". Para que los estudiantes discutan en sus
grupos y formulen una hipótesis se les dará 5 minutos. En cuanto haya transcurrido este
tiempo se recogerán las hipótesis de cada uno de los grupos (puede ser en el tablero).
2. Experimentación y recolección de datos [40 minutos]: Se les hará entrega a los estu-
diantes de los dados y una tabla para que puedan registrar los resultados obtenidos
(Tabla 5.14). Se les dará a los estudiantes 20 minutos para que experimenten con los
dados y recolecten la información y 5 minutos para que organicen la información en la
tabla. Conforme los grupos terminen de organizar la información, un representante de
cada uno registrará la información en la hoja de cálculo en el computador.
9Disponible en https://scratch.mit.edu/projects/184885526/
















Tabla 5.14.: Tabla de resultados para lanzamientos con dados cargados
Conforme la hoja de cálculo sea diligenciada por los estudiantes, se ira haciendo auto-
máticamente un consolidado de los datos en otra tabla, llenando en primera instancia
la columna de ’Datos experimentales’. Según la sumatoria de lanzamientos que ha-
yan realizado los grupos se realizará una simulación utilizando el aplicativo creado en
Scratch y se registraran estos datos en esta ultima tabla, en la columna de ’Datos
dados sin carga".
Conforme esta tabla se diligencie también se generará una gráfica que relacione el
resultado de la suma con la frecuencia obtenida, tanto con los datos experimentales
como con los datos de los dados sin carga, con el fin de que los estudiantes tengan otra
alternativa para la lectura y comparación de la información recolectada.
3. Análisis de resultados [40 minutos]: Se iniciará la discusión preguntando por el resul-
tado mas probable de obtener con los dados cargados. Se puede sacar gran provecho
de la tabla y de la gráfica generada en la hoja de cálculo, de tal forma que una pri-
mera respuesta este basada en argumentos que dependan de las frecuencias obtenidas
en los resultados. Con esta primera parte de la discusión se puede hacer una prime-
ra comparación con las hipótesis que los estudiantes formularon al principio de la clase.
La segunda parte de la discusión gira en torno a la comparación de probabilidades de
obtener cada resultado con los dados cargados con respecto a las probabilidades con
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los dados sin cargar, que se trabaron en gran medida con las Actividades 2 y 3. Se les
puede preguntar a los estudiantes por los valores de probabilidad de obtener cada uno
de los resultados de las sumas, recordándoles si es el caso la forma en como se hizo en
las actividades iniciales, y utilizando la hoja de calculo para hacer los cálculos mas rá-
pidamente. De igual manera, se pueden calcular las probabilidades teóricas, basándose
en los datos recolectados en la simulación. Puede compararse de nuevo estos resultados
de las probabilidades con las hipótesis que plantearon los estudiantes, para refutarlas
o no ya teniendo un valores numéricos que permitan concluir sobre los valores mas
probables de obtener al lanzar los dados cargados.
En cuanto se tengan estos valores de probabilidades se empezará a realizar las com-
paraciones entre las probabilidades respectivas, preguntándoles a los estudiantes por
formas de hacer estas comparaciones. Pueden surgir caminos como realizar diferen-
cias entre las probabilidades, o sacando porcentajes. Si los estudiantes no proponen
caminos, los dos anteriores pueden ser sugeridas por el docente a cargo. Una forma de
terminar la discusión sobre las posibles razones por las que los estudiantes creen que
obtuvieron estos resultados, es decir, como el cargar el dado de cierta forma hace que
los resultados de probabilidad cambien o no.
6. Resultados de la aplicación
Las actividades planteadas en el capítulo anterior fueron aplicadas con un grupo de 30 es-
tudiantes de grado noveno, con promedio de edad de 15 años, del Instituto San Ignacio de
Loyola, colegio privado situado en la ciudad de Bogotá. El fin de este capítulo es mostrar
algunos de los resultados obtenidos en la aplicación de cada una de las aplicaciones, relacio-
nando estos con aspectos del soporte teórico del trabajo, contenido en la Parte I, así como
presentar algunas recomendaciones que se pueden tener en cuenta para futuras y posibles
aplicaciones de la secuencia didáctica.
6.1. Resultados por actividad
6.1.1. Actividad 0: Actividad Diagnóstica
Para el análisis de resultados de esta actividad se analizó cada una de la preguntas, clasifi-
cando a los estudiantes según las respuestas obtenidas. Después se realizó una análisis sobre
las posibles causas de las respuestas de los estudiantes, así como las conclusiones sobre los
pre-conceptos con los que parten los estudiantes antes de las siguientes actividades.
Pregunta 1
En la siguiente tabla completa con una x según corresponda la probabi-
lidad de que cada evento ocurra
En la Tabla 6.1 se muestran los porcentajes de respuestas que se obtuvieron para cada uno
de los eventos que se consideraron. Durante la aplicación de la actividad los estudiantes no
tuvieron preguntas sobre las palabras usadas para describir la probabilidad de cada evento,
por lo que se infiere que manejan un lenguaje, al menos natural, para la descripción de even-
tos aleatorios.








Lanzar un dado de 6 caras y
que salga un número par
0% 0% 87% 7% 7%
Lanzar una moneda y que sal-
ga cara o cruz
0% 0% 20% 3% 77%
Que llueva hoy en Bogotá 3% 17% 60% 17% 3%
Lanzar un dado de 6 caras y
que salga 9
80% 17% 0% 3% 0%
Escoger una carta de una bara-
ja inglesa y que salga una carta
roja
3% 0% 90% 7% 0%
Que veas nieve en los próximos
4 días
90% 7% 3% 0% 0%
Lanzar un dado de 6 caras y no
salga 3 1
0% 7% 50% 40% 0%
Los números ganadores del Ba-
loto sean 12, 43, 22, 15 y 7, y
a superbalota sea 10
10% 70% 17% 0% 3%
Tabla 6.1.: Porcentajes de respuestas para la primera pregunta
A la hora de realizar la clasificación de los eventos, se pueden evidenciar varias situaciones.
Se analizó cada uno de los eventos, infiriendo lo siguiente:
1. Para los eventos teóricamente catalogados como probables (Lanzar un dado de 6 caras
y que salga un número par, Que hoy llueva en Bogotá, Escoger una carta de una ba-
raja inglesa y que salga una carta roja), no todos los estudiantes así lo creen. Esto se
puede dar porque los estudiantes determinan la probabilidad del evento a partir de su
experiencia, pero no tienen en cuenta un modelo matemático para determinar proba-
bilidades. En este sentido, la falta de conocimiento de algunos hechos, como el como se
compone una baraja inglesa (algunos estudiantes manifestaron que no la conocían), o
el no comparar con información ya existente, como los reportes meteorológicos, hacen
que los estudiantes den un valor de probabilidad subjetivista.
2. Para lo eventos teóricamente catalogados como seguros (Lanzar una moneda y que
salga cara o cruz), la mayoría de estudiantes así lo identificaron. Aun así, 20% de los
estudiantes opinan que este evento era probablemente, de pronto porque consideraban
el evento como dos eventos separados.
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3. Para los eventos teóricamente considerados como inseguros o nada probables (Lanzar
un dado de 6 caras y que salga 9, Que veas nieve en los próximos 4 días) la mayoría de los
estudiantes identificaron eventos de este tipo. Un factor que pudo haber afectado a que
los estudiantes no identificaran estos eventos puede ser un problema de comprension
lectora o de redacción del evento, como en el caso del evento de la nieve, puesto que los
estudiantes pueden entender que pueden ver nieve en algún medio de comunicación o
algo similar. También puede ser el caso que los estudiantes no tengan en cuenta todos
los posible resultados que se pueden obtener, sin ver que hay algunos resultados que
son imposibles que sucedan, como es el caso de los dados.
4. Para el caso de los eventos que teóricamente son muy probables (Lanzar un dado y
que no salga 3) menos de la mitad del grupo lo clasificó de manera correcta, de pronto
por que no tuvieron en cuenta todo el espacio muestral del evento, por lo que no se
daban cuenta que había mas posibilidades de obtener otros resultados diferentes al 3.
También se puede inferir que si bien manejan algún tipo de lenguaje para describir
la posibilidad de ocurrencia de un evento, no diferencian entre eventos que sean muy
probables y eventos probables.
5. Para el caso de los eventos que teóricamente son muy poco probables (Los números
ganadores del baloto sean 12, 43, 22, 15 y 7, y la superbalota sea 10): Aunque la ma-
yoría de los estudiantes identificaron este evento como poco probable, un porcentaje
considerable de estudiantes creen que este evento es imposible, quizá por razones simi-
lares a las anteriormente mencionadas (no tener un modelo matemático para el calculo
de probabilidades o no tener en cuenta el espacio muestral ni su tamaño). De igual
manera, otro grupo de estudiantes opinó que el evento era probable, posiblemente por
las mimas razones, o porque se dejaban llevar por razones subjetivas.
Con esta pregunta se quería ver si los estudiantes cumplían con los Estándares 1a y 1b,
puesto que los estudiantes, a partir de su experiencia puede asignar un valor de probabilidad
a un evento dado, así sea subjetívamente, y de la misma manera pueden comparar el valor
de probabilidad de dos eventos. Esta pregunta también deja entre ver que, posiblemente, los
estudiantes no conozca métodos ni modelos matemáticos para calcular probabilidades.
Pregunta 2
a. Ubica cada uno de los siguientes eventos en la escala numérica según
la probabilidad de que ocurran, siendo 0 ‘Nada probable’y 1 ‘Segu-
ro’.Utiliza las letras de cada evento para ubicarlos en la escala.
b. Para cada uno de los eventos justifica brevemente porque elegiste esa
ubicación en la recta.ón en la recta.
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Para analizar esta pregunta se tuvo en cuenta la respuesta en la ubicación en recta y la
justificación, creando las siguientes categorías:




• Subjetivo: Los argumentos que da el estudiante son subjetivos, dependiendo de
sus experiencias anteriores o las creencias que tiene.
• Sin modelo matemático: El estudiante no muestra la forma como calcula el valor
de probabilidad, pero en sus argumentos tienen en cuenta conceptos como el
espacio muestral y su tamaño, o la comparación con otros eventos.
• Descarte: El argumento que da el estudiante deja ver que tiene en cuenta los
elementos que conforman el espacio muestral del experimento aleatorio y por
medio de este descarta o afirma la posibilidad de ocurrencia de un evento.
• Desconocimiento: Por medio de las justificaciones que da se puede inferir que el
estudiante no conoce el espacio muestral de un experimento.
• Con modelo matemático: El estudiante utiliza modelos matemáticos para calcular
la probabilidad de un evento.
• Sin justificación: El estudiante no justifica su respuesta.: El estudiante no justifica
su respuesta.
En las siguientes tablas se encuentran resumidas las respuestas obtenidas de los estudiantes,
teniendo en cuenta las categorías antes descritas y el numero de respuestas que se ajustan
a cada una de las respuestas. Cada una delas tablas corresponde a cada uno de los eventos
preguntados en la segunda pregunta de la actividad. Los eventos, que se analizará uno por
uno, son:










Correcta 2 15 0 1 2 1 21
Incorrecta 7 1 0 1 0 0 9
Total 9 16 0 2 2 1 30
Tabla 6.2.: Resumen de respuestas Pregunta 2, Evento A
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Como se puede ver en la tabla, la mayoría de los estudiantes dieron un valor correcto
de probabilidad del evento, pero gran parte de este grupo de estudiantes no calcula-
ron la probabilidad por medio de algún modelo matemático, sino que por medio de la
descripción del espacio muestral y del conjunto de elementos que favorecen para que el
experimento se cumpla, ellos afirman que, por ser los números pares la mitad del total
de posibles resultados, entonces la probabilidad debe ser el valor de la mitad de la escala
(Figura 6.1).En el caso de los estudiantes que se clasificaron con respuestas correctas con
uso de algún modelo matemático, ellos dieron sus respuestas utilizando porcentajes pero
sin mencionar como obtuvieron dicho porcentaje (Figura 6.2).
Figura 6.1.: Respuesta correcta con argumento sin aplicar modelo matemático. Evento A
Figura 6.2.: Respuesta correcta con argumento aplicando modelo matemático. Evento A
Por otro lado, a pesar de que solo 9 estudiantes erraron, la mayoría de estos justificaron
sus respuestas en argumentos subjetivos, como por ejemplo que al lanzar un dado casi
siempre sale un número par según la experiencia de ellos (Figura 6.3).
Figura 6.3.: Respuesta incorrecta con argumento subjetivo. Evento A
B. Lanzar un dado de 6 caras y que salga 1










Correcta 0 0 0 0 2 0 2
Incorrecta 11 12 0 0 5 0 28
Total 11 12 0 0 7 0 30
Tabla 6.3.: Resumen de respuestas Pregunta 2, Evento B
En esta pregunta se hace mas evidente que los estudiantes no utilizan ningún modelo
matemático concreto para calcular valores de probabilidad, puesto que sus justificacio-
nes constan en describir el espacio muestral y asignar un valor estimado de probabilidad
(Figura 6.4), mientras que otro grupo de estudiantes basan sus respuestas en argumentos
subjetivos (Figura 6.5). Los dos estudiantes que tuvieron la respuesta correcta utiliza-
ron la representación de fracción de la probabilidad del evento y la representación de
porcentaje (Figura 6.6).
Figura 6.4.: Respuesta incorrecta con argumento sin aplicar modelo matemático. Evento B
Figura 6.5.: Respuesta incorrecta con argumento subjetivo. Evento B
Figura 6.6.: Respuestas correctas con argumento aplicando modelo matemático. Evento B
C. Sacar de una baraja inglesa un 12 rojo










Correcta 0 0 21 1 0 0 22
Incorrecta 2 0 1 5 0 0 8
Total 2 0 22 6 0 0 30
Tabla 6.4.: Resumen de respuestas Pregunta 2, Evento C
La mayoría de los estudiantes dieron un valor de probabilidad del evento, siendo la
justificación mas común el descarte, puesto que afirmaban que al no existir el 12 rojo en
la baraja inglesa el evento era imposible (Figura 6.7). También se puede observar que
por desconocimiento del espacio muestral una grupo de estudiantes erraron, puesto que
afirmaban que al haber pocas cartas con un 12 rojo era muy poco probable obtener una
de estas cartas, sin saber que no hay cartas de este tipo en una baraja inglesa (Figura
6.8).
Figura 6.7.: Respuesta correcta con argumento por descarte. Evento C
Figura 6.8.: Respuesta incorrecta con argumento subjetivo. Evento C










Correcta 0 0 0 0 0 0 0
Incorrecta 4 22 0 2 2 0 30
Total 4 22 0 2 2 0 30
Tabla 6.5.: Resumen de respuestas Pregunta 2, Evento D
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En eta pregunta ningún estudiante contestó correctamente, ya que, en la mayoría de los
casos, tenían en en cuenta que habían mas hombres que mujeres 2, pero no tenían en
cuenta el tamaño de los conjuntos, por lo que colocaban un valor mayor a 0.5 (Figura
6.9). Algunos estudiantes no conocían o contaron mal la cantidad de hombres o mujeres,
lo que los llevaba a dar una respuesta errada.
Figura 6.9.: Respuesta incorrecta con argumento sin aplicar modelo matemático. Evento D
En el caso de los estudiantes que utilizaron algún modelo matemático, uno de ellos
utilizó fracciones para expresar la probabilidad, pero contó mal las cantidades de personas
(Figura 6.10), mientras que el otro utilizó un porcentaje cercano al resultado, pero no
explicó como lo obtuvo.
Figura 6.10.: Respuesta incorrecta con argumento aplicando modelo matemático. Evento D










Correcta 0 0 27 0 1 0 28
Incorrecta 0 0 2 0 0 0 2
Total 0 0 29 0 1 0 30
Tabla 6.6.: Resumen de respuestas Pregunta 2, Evento E
En esta pregunta casi todos los estudiante dieron el valor de probabilidad correcto, y lo
justificaron analizando el espacio muestral del experimento y deduciendo que alguno de
esos resultados debe suceder, por lo que concluían que el evento debe ser seguro. Los dos
estudiantes que contestaron erradamente la pregunta justificaron de esta manera, pero
2En el curso en el que se aplicó la actividad habían 17 hombres y 13 mujeres.
66 6 Resultados de la aplicación
ubicaron mal el evento en la recta numérica. El estudiante que justificó utilizando un
modelo matemático lo hizo por medio de porcentajes, y mencionando que, al tener cada
cara la misma probabilidad de salir, entonces que salga alguna de ellas es del 100%.
En general se puede evidenciar que los estudiantes, con respecto a los estándares:
No cumplen el Estándar 2a puesto que, si bien dan sus conjeturas sobre la probabilidad
de un evento, no las comprueban o explican de manera completa por que conjeturan
esto.
La gran mayoría no cumplen con los Estándares 3a y 3b, puesto que no manejan ningún
modelo matemático, como la frecuencia relativa o la distribución clásica de probabi-
lidad, y aunque describan relaciones entre el conjunto de resultados que favorecen un
evento con el espacio muestral de un experimento, no van más allá para lograr un
calculo acertado de un valor de probabilidad.
Al no cumplir el Estándar 3b, tampoco cumplen el Estándar 4a.
Cumplen parcialmente el Estándar 4b puesto que, para los casos de los eventos seguros
e inseguros calculan su probabilidad por medio del análisis de los espacios muestrales;
algo similar sucede con otros eventos, pero en la mayoría de ellos, si bien hacen conteos
o listados de posibles resultados, calculan mal el valor de probabilidad, no lo calculan
o dan una estimación de esta.
Pregunta 3
Un juego consiste en lanzar dos dados (de seis cara cada uno) y sumar
los números resultantes. Si tuvieras que apostar por algún resultado,
¿qué número escogerías? Justifica tu respuesta. Justifica tu respuesta.






• Subjetivo: Los argumentos que da el estudiante son subjetivos, dependiendo de
sus experiencias anteriores o las creencias que tiene.
• Descriptivo: El estudiante describe el espacio muestral del experimento, o en su
defecto, describe los resultados que favorecen al número que escogió.
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• No descriptivo: En sus argumentos el estudiante deja ver que tiene en cuenta, en
su totalidad o parcialmente, el espacio muestral del experimento, pero no hace
descripción de este para justificarse.
La Tabla 6.7 resume las respuestas obtenidas en esta pregunta.
Subjetivo Descriptivo No descriptivo Total
Correcta 7 2 2 11
Incorrecta 16 0 3 19
Total 23 2 5 30
Tabla 6.7.: Resumen de respuestas Pregunta 3
En esta pregunta se puede ver que los la mayoría de los estudiantes justifican con argumentos
subjetivos, como por ejemplo escoger un número porque es de su agrado, por que creen que
es el número de la suerte, o porque en su experiencia es un número que les resulta seguido
(Figuras 6.11 y 6.12).
Figura 6.11.: Respuesta incorrecta con argumento subjetivo. Pregunta 3
Figura 6.12.: Respuesta correcta con argumento subjetivo. Pregunta 3
Los dos estudiantes que dieron justificaciones descriptivas escribieron con detalle todos los
posibles resultados que favorecían el resultado que escogieron, y uno de ellos describió todo
el espacio muestral, mostrando que las combinaciones mas frecuentes son las que dan como
resultado el número 7 (Figura 6.13). Por otro lado, un pequeño grupo de estudiante solo
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justifican la selección de cierto número afirmando que hay mas combinaciones de resultados
que suman el número, si hacer específicas estas combinaciones, lo que posiblemente los lleve
a errar en el resultado, puesto que ignoran el espacio muestral del experimento (Figura 6.14).
Figura 6.13.: Respuesta correcta con argumento descriptivo. Pregunta 3
Figura 6.14.: Respuesta incorrecta con argumento no descriptivo. Pregunta 3
Al igual que en la Pregunta 2 de este cuestionario se reafirma que, en general, los estudiantes
no manejan ningún modelo matemático para el cálculo de probabilidades, y si bien pueden
tener en cuenta elementos del espacio muestral para conjeturar probabilidades, no lo hacen
de manera correcta.
6.1.2. Actividad 1: Urnas
Para el análisis de la actividad se tendrá en cuenta los datos recogidas por los estudiantes,
algunos aspectos de la discusión que se dio a partir de estos datos y las respuestas obtenidas
de la pregunta realizada a los estudiantes (¿En cuál urna es menos probable encontrar una
ficha verde?)
En la Tabla 6.8 se muestran los datos obtenidos por los estudiantes en el proceso experimen-
tal.
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Número de extracciones
Color de ficha Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5 Grupo 6
Amarillo 3 12 9 7 29 10
Rojo 2 3 29 11 27 8
Azul 25 16 4 37 12 10
Verde 15 12 7 2 12 7
Negro 3 9 44 2 13 9
Total 48 52 93 59 93 44
Tabla 6.8.: Datos obtenidos por los estudiantes en la Actividad 1
Cuando se les preguntó a cada uno de los grupos por la urna que ellos escogerían de tal
forma que tenga la mayor se obtuvieron dos tipos de respuestas, como se tenia previsto:
Respuestas donde escogieron la urna porque fue la que tenia la mayor frecuencia de
extracciones de fichas azules, sin tener en cuenta el total de extracciones realizadas
(Figura 6.15). De los seis grupos, cuatro respondieron de esta forma.
Figura 6.15.: Respuesta basada en las frecuencias de extracciones
Respuesta donde relacionaron el número de extracciones de fichas azules con el total
de extracciones realizadas en la urna. Las respuestas de dos grupos se ajusta a esto.
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Figura 6.16.: Respuesta basada en relación entre frecuencias de extracción y total de ex-
tracciones. Actividad 1
Figura 6.17.: Respuesta basada en relación entre frecuencias de extracción y total de ex-
tracciones. Actividad 1
Uno de los grupos (Figura 6.16) elige dos urnas, tratando de definir una diferencia entre
estas realizando dos restas, una entre las cantidades de fichas azules extraídas, y otra
entre los totales de extracciones realizadas en cada urna, y afirman que, dado a que las
restas les dan casi lo mismo, entonces las dos urnas tendrían la misma probabilidad
de que salga una ficha azul. Por su parte, el otro grupo (Figura 6.1.2) mencionan que
tienen en cuenta el total de extracciones y que "sacan un promedio"de las fichas azules
extraídas y así obtienen su respuesta, pero no es claro como es este proceso.
A partir de las respuestas de estos dos grupos, sobre todo la del Grupo 2, se inició la discusión,
puesto que proponía dos urnas e intentaron sentar una diferencia entre las urnas. Cuando
se les preguntó a los estudiantes por formas de comparar las urnas para poder tomar la
decisión. Los estudiante propusieron tres caminos:
1. Por medio de diferencias, entre la cantidad de fichas azules de las dos urnas. Después
de realizada la operación se dieron cuenta que este resultado no permitía decidir sobre
en que urna era mas probable encontrar una ficha azul.
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2. Obteniendo el porcentaje de extracciones de fichas azules de cada una de las urnas.
Los estudiantes calcularon los porcentajes, obteniendo que en la Urna 1 un 52.0% de
las extracciones fueron fichas azules, mientras que en la Urna 4 fue de 62.7%, por lo
que se llegó a la conclusión que era mas probable encontrar una ficha azul en la Urna
4.
3. Uno de los estudiantes del grupo propuso realizar divisiones entre el número de extrac-
ciones de fichas azules y el total de extracciones realizadas en la urna para calcular el
valor de probabilidad de extraer una ficha azul. Algunos estudiantes no aceptaron del
todo esta idea, por lo que se hizo la representación de la división como fracción y se
mostró la idea del estudiante como una fracción parte-todo, y no como una división
como tal. Una vez ya identificaron la relación parte-todo entre las extracciones de fichas
azules y el total de extracciones se compararon las representaciones de las fracciones
de fichas azules de las Urnas 1 y 4, obteniendo los valores de probabilidad de 0.52 y
0.62 respectivamente, infiriendo que la Urna 4 es la que tiene mayor probabilidad de
extraer una ficha azul.
Para finalizar está parte se calcularon los valores de probabilidad de obtener una ficha azul
en las demás urnas para confirmar que era la Urna 4 la de mayor probabilidad. Se puede
evidenciar en este desarrollo de la discusión que los pre-conceptos que tenían los estudiantes
sobre proporcionalidad (relaciones parte-todo, porcentajes) permitió introducir el concepto
de probabilidad frecuentista a los estudiantes de manera mas amena.
Después de realizada esta parte de la clase un estudiante realizó una participación intere-
sante. Él mencionaba que el experimento realizado no estaba bien planteado, puesto que no
todos los grupos habían realizado la misma cantidad de extracciones, por lo que estos valores
de probabilidad calculados no eran reales. Con esta intervención se planteó a los estudiantes
un primer problema por resolver a futuro: ¿cómo se puede obtener valores reales"de proba-
bilidad?
Como se había planeado en la actividad, se les preguntó a los estudiantes por la urna con
menor probabilidad de obtener una ficha verde según los datos obtenidos en la clase. Se
obtuvieron dos clases de respuestas.
El primer grupo de respuestas son aquellas donde no aplican las ideas revisadas en
clase, es decir, cálculo de probabilidades a partir de porcentajes y cálculo de probabi-
lidades a partir de fracciones. Estas respuestas se basan en comparar las frecuencias
de las extracciones de fichas verdes entre ellas, o en relacionar la frecuencias de extrac-
ciones de fichas verdes con respecto al total de extracciones, sin hacer ningún tipo de
cálculo (Figura 6.18).
72 6 Resultados de la aplicación
De los 29 estudiantes que estuvieron presentes en la actividad, 5 de ellos respondieron
de esta forma.
Figura 6.18.: Respuesta basada en la comparación de frecuencias
El segundo grupo de respuestas son las que, en sus argumentos, incluyen el cálculo de
porcentajes o de razones de probabilidad y hace comparaciones para decidir cual es la
urna con menor probabilidad de extraer una ficha verde.
De los 24 estudiantes que respondieron de esta forma se encontraron los siguientes
tipos de respuesta:
• Erradas por escoger la urna incorrecta.
Figura 6.19.: Respuesta errada por elección equivocada de urna
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• Erradas por no elegir una sola urna, aunque calcularon los valores de probabilidad,
no decidieron cual era la urna con menor probabilidad.
Figura 6.20.: Respuesta errada por no elegir una urna
• Erradas por un mal cálculo del valor de probabilidad.
Figura 6.21.: Respuesta errada por mal cálculo
• Correctas, calcularon bien el valor de probabilidad y algunos compararon todos
los valores de probabilidad de extraer una ficha verde para concluir de manera
correcta.
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Figura 6.22.: Respuesta correcta
En la parte final de la clase se les pidió a cada grupo que calcularan los calores de proba-
bilidad de extraer fichas de cada uno de los colores. No tuvieron problema con calcular la
probabilidad y todos optaron por dejar el valor de probabilidad como porcentaje. Tal vez
alguna de las dificultades que surgieron fue con la aproximación de valores, que en algunas
ocasiones no lo hacían.
6.1.3. Actividad 2: Carrera de caballos
Los datos recolectados de las cinco partidas jugadas por los grupos aparecen en la Tabla 6.9
y la gráfica generada para estos datos se muestra en la Figura 6.23.




















Grupo 1 30 9 11 7 24 8 16 8 25 7
Grupo 2 10 6 21 8 21 5 17 8 28 6
Grupo 3 24 10 13 7 25 5 17 8 21 9
Grupo 4 27 9 19 6 18 7 23 8 15 7
Grupo 5 17 7 21 9 16 5 16 7 19 7
Grupo 6 25 6 22 7 16 9 13 7 23 7
Tabla 6.9.: Datos obtenidos en la Actividad 2
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Figura 6.23.: Gráfica caballos vs. carreras ganadas
Cuando a los estudiantes se les preguntó por el caballo con mayor probabilidad de ganar una
carrera ellos optaron por el Caballo 7, puesto que fue el caballo que mas carreras ganó; dado
que sus respuesta no se basó en el cálculo de la probabilidad con los datos obtenidos se les
preguntó entonces por un valor de probabilidad, para poder comprobar que en efecto ese era
el caballo con mas probabilidad. Este valor calculado por los estudiantes fue de 1130 = 0,36 o
de 36.6%, y por ser el Caballo 7 el que tenia mayor frecuencia de carreras ganadas, entonces
ellos infirieron que era el que mas probabilidades tenia de ganar una carrera.
Con esta decisión tomada se inicio una nueva carrera, y para esta se utilizó un par de dados
virtuales3, con el fin de que todos los estudiantes pudieran observar los resultados al lanzar
los dados. Algunos de ellos manifestaban que no se sintieron cómodos con esta forma de
hacer los lanzamientos, puesto que no se les garantizaba que los números que generaba la
pagina web fueran realmente aleatorios o que no sabían en realidad como funcionaba una
simulación de este tipo. Ante esto se les explicó como se programa una simulación de este
tipo, partiendo del hecho que el computador es capaz de generar números aleatorios; con
esta explicación algunos estudiantes manifestaban que era mejor utilizar los dados virtuales
para que no influyeran factores como la fuerza con la que se lanzan los dados, o garantizar
que los dados no estuvieran cargados.
Así se decidió, en conjunto con los estudiantes, hacer una carrera con los dados virtuales y
otra con dados reales. Al realizar la carrera con los dados virtuales el ganador fue el Caballo
7 y al hacerlo con los dados reales el caballo ganador fue el 6. De esta ultima parte los
estudiantes concluyeron que a pesar de la probabilidad de un evento sea baja (como la que
3Disponibles en http://www.dadosonline.com.ar/
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el Caballo 6 gane, que era de 430 = 0,13) no implica que no suceda nunca.
Con respecto al uso de la simulación, se vio lo que menciona Borovcnik y Peard (1996),
que dado a los resultados pseudo-aleatorios que brindan las simulaciones computarizadas
los puntos de vista intuitivos de los estudiantes pueden ocasionar algunos problemas con
sus procesos de aprendizaje, pudiendo dificultar el uso de computadores. Por eso se procuro
hacer las dos carreras, una con dados simulados y otra con material manipulable, para
poder comparar los resultados de cada uno de los procesos, así como lo sugieren los autores
mencionados.
6.1.4. Actividad 3: Carrera de caballos (Simulación)
Los datos obtenidos por los estudiantes después de realizar las 10 simulaciones se muestran
en las Tablas 6.10, 6.11 y 6.12.
Primer puesto Segundo puesto
G1 G2 G3 G4 G5 G6 G1 G2 G3 G4 G5 G6
Caballo 7 7 7 7 7 7 6 6 8 6 7 8
MODA 7 6
Tabla 6.10.: Resultados de carreras simuladas. Primer y segundo puesto.
Tercer puesto
G1 G2 G2 G2 G2 G2 G3 G4 G5 G6
Caballo 8 8 9 7 5 8 6 6 6 6
MODA 6
Tabla 6.11.: Resultados de carreras simuladas. Tercer puesto.
Cuarto puesto Quinto puesto
G1 G2 G3 G3 G4 G4 G5 G5 G6 G1 G2 G3 G4 G5 G6
Caballo 9 5 5 9 5 9 5 9 9 5 9 9 9 5 5
MODA 9 5
Tabla 6.12.: Resultados de carreras simuladas. Cuarto y quinto puestos.
Se inició la discusión recordando lo que ocurrió en la actividad anterior, es decir, que el ca-
ballo que mas veces ganó una carrera de 5 casillas fue el 7, y observando que en esta ocasión,
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el caballo 7 fue el que mas veces ganó la carrera. Cuando se les preguntó a los estudiantes
por razones por las que casi siempre gane el número 7. Ellos rápidamente respondieron que
era por que el 7 es que resulta de mas combinaciones.
Para profundizar mas esta idea y siguiendo el consejo de un estudiante, el mismo que dio
la respuesta mostrada en la Figura 6.13 en la Actividad Diagnóstica, se realizó una tabla
que mostraba el espacio muestral del experimento, explicándoles como se llenaba la tabla
y señalando las combinaciones cuya suma resultaba 7, por lo que se hizo visible a los estu-
diantes que el orden de los términos de la combinación importa a la hora de contar los casos
favorables, es decir, que (5, 2) no es lo mismo que (2, 5).
Para definir el modelo matemático del enfoque clásico de la probabilidad fue de gran pro-
vecho las ideas trabajadas en la Actividad 1 para medir probabilidades —el porcentaje y
la relación parte todo— puesto que los estudiantes relacionaron estas ideas para calcular la
probabilidad en este caso, relacionando el número de casos que favorecían al Caballo 5, con
el total de casos posibles en un lanzamiento de dos dados. Dado a que se basaron en las ideas
del enfoque frecuentista se aclararon diferencias entre las dos formas de calcular probabilida-
des, que basicamente radicaron en la forma en la que se aborda un problema: si se hacen el
experimento cierto numero de veces y se observa cuantas veces ocurre cierto evento se tiene
en cuenta un enfoque frecuentista, pero si se analiza los posibles resultados que puede tener
un experimento y se toma en cuenta el total de veces que favorecen al evento a analizar se
tiene en cuenta el enfoque clásico. Después de esto se calcularon los valores de probabilidad
de los demás caballos y se compararon con los resultados arrojados por la simulación.
Para finalizar la clase se les preguntó a los grupos que, si se jugaran carreras con dos dados
de 4 caras cada uno, cuales serían los caballos con mayor probabilidad de ocupar el podio.
Los estudiantes manifestaron que no sabían como funcionaban los dados de 4 caras, por
lo que se les dio a cada grupo un par de dados elaborados con cartulina para que vieran
como funcionaban, jugaran un poco con esos dados y después de algunos minutos les fueron
retirados. Sobre las respuestas dadas por los estudiantes, se pudieron observar los siguientes
aspectos:
Uno de los grupos se basó en datos experimentales para dar respuesta a la pregunta. En
el tiempo en que tuvieron a mano el material manipulable, realizaron 10 lanzamientos
y a partir del enfoque frecuentista de la probabilidad concluyeron que los caballos 3 y
5 tenían misma probabilidad de ganar.
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Figura 6.24.: Respuesta con enfoque frecuentista
Otros dos grupos describen el espacio muestral del experimento por medio de una
tabla y afirman que el caballo ganador seria el número 5, puesto que es el número
resultante de la mayor cantidad de combinaciones posibles, siguiéndolo los Caballo 4 y
6, y después los 3 y 7. Aún así, no hacen ningún cálculo del valor de probabilidad para
argumentar su respuesta sino que se basan solo en las frecuencias de obtener cierto
resultado.
Figura 6.25.: Respuesta basado en frecuencias
Dos de los grupos en sus respuestas describieron el espacio muestral del evento por
medio de una tabla, y calcularon los valores de probabilidad bajo el enfoque clásico.
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A pesar de esto, no respondieron la pregunta inicial planteada (¿qué caballos tienen la
mayor probabilidad de ocupar el podio?).
Figura 6.26.: Respuesta con enfoque clásico sin describir el podio
El grupo sobrante describió el espacio muestral del experimento por medio del una tabla
y afirman que, por tener el mayor número de combinaciones a su favor, el Caballo 5 tiene
mayores probabilidades de ganar y calculan la probabilidad de ganar para este caballo.
También hacen una tabla donde relacionan posiciones de la carrera con los posibles
caballos que podrían ocupar estas posiciones, sin calcular valores de probabilidad para
los otros caballos.
Figura 6.27.: Respuesta con clásico describiendo el podio
Para terminar esta actividad se les planteó el siguiente juego: se toma una palo de una baraja
inglesa, se retiran las cartas J, Q y K, y el As se le da el valor de 1. El juego consiste en bara-
jar las cartas, sacar una y anotar su resultado, barajar de nuevo, sacar una carta y sumar los
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dos números. Se les preguntó a los estudiantes por el resultado con mayor probabilidad que
se pueda obtener. Este problema se les dejó como tarea en casa, para entregar la siguiente
clase. Desafortunádamente solo trece estudiantes entregaron el desarrollo de esta tarea.
De estas tareas, los trece estudiantes abordaron el problema desde un enfoque frecuentista,
realizando en casa el experimento algunas veces y a partir de estos resultados calcularon los
valores de probabilidad (Figura 6.28).
Figura 6.28.: Desarrollo de tarea desde enfoque frecuentista
De estos trece estudiantes, dos de ellos abordaron el problema también desde un enfoque clá-
sico, uno de ellos tomando un solo palo y otro tomando los cuatros palos; ambos calcularon
las probabilidades de obtener cada uno de los resultados, llegando a que es el numero 11 el
número con mayor probabilidad, aunque no explicitaron esta conclusión como tal (Figuras
6.29 y 6.30).
Figura 6.29.: Desarrollo de tarea desde enfoque clásico. Espacio muestral
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Figura 6.30.: Desarrollo de tarea desde enfoque clásico. Cálculo de probabilidades
Después del desarrollo se puede concluir que los estudiantes, en comparación con la prueba
diagnóstica, los estudiantes no asignan valores de probabilidad a partir de argumentos sub-
jetivos, sino que ya se acogen a un modelo matemático, bien sea bajo el enfoque frecuentista
o clásico. Lo ideal es que, en los casos que sea posible, los estudiantes a futuro lograran ana-
lizar un problema desde un enfoque clásico, teniendo en cuenta conceptos como el espacio
muestral o aspectos combinatorios.
6.1.5. Actividad 4: Urnas. Parte 2
Para el desarrollo de esta actividad se necesitaban las tablas de probabilidad de cada una de
las urnas que los estudiantes diligenciaron en la Actividad 1, y como algunos grupos tuvieron
algunos errores en esta tabla, se corrigieron dichos errores para la aplicación de esta activi-
dad.Para iniciar la clase se recordó con los estudiantes la participación que hizo el estudiante
sobre el problema que tenia el experimento realizado con las urnas en la Actividad 1 (ver
página 71). Así, la motivación de la clase fue comparar que tal fue la calidad del experimento
realizado a partir de la comparación de la probabilidades frecuentistas o experimentales, con
las probabilidades clásicas o teóricas.
Con el calculo de probabilidades desde el enfoque clásico no tuvieron problema; todos los
grupos calcularon bien las probabilidades para todos los colores en cada una de las urnas.
A cada grupo se les preguntó la sumatoria de diferencias obtenidas para escribirlas en el
tablero y que todos conocieran los resultados. El grupo que menor sumatoria de diferencias
tuvo fue el Grupo 6.
Se les preguntó a los estudiantes por maneras en los que los resultados experimentales se
acerquen mas ha ser los teóricos. Ellos mencionaron que una forma era aumentar el número
de extracciones que se realizaban, pero advirtieron que si bien esto era valido, en el caso del
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Grupo 6, que fue el que más se acercó a la probabilidad teórica, no se cumplía puesto que
fue el grupo que menos extracciones realizó en la primera actividad. Se les dio el caso del
Grupo 3, que fue el grupo que más extracciones realizó y la sumatoria de diferencias fue una
de las menores. Los estudiantes entonces mencionaron que aparte de aumentar el número
de extracciones, también influirá la forma de realizar el experimento, es decir, agitar bien la
urna, extraer de a una sola ficha para no condicionar las observaciones que se realicen, entre
otras cosas.
Con esta discusión que se tuvo en esta clase se puede evidenciar como los estudiantes ya
intuyen a partir de la experiencia sobre la estabilización de la frecuencia relativa en un valor
que es valor de la probabilidad de un evento (ver página 12).
6.1.6. Actividad 5: Dados cargados
Se inició la actividad explicándoles a los estudiantes como se cargó los dados con los que se
trabajó en esta clase, mostrándoles por medio de una imagen generada en ordenador la cara
en la que se cargó el dado (Figura 6.31).
Figura 6.31.: Modelo gráfico del dado cargado
Las hipótesis que se recogieron de los grupos sobre cuál creían que era el resultado de suma
mas probable de obtener al lanzar los dados fueron las siguientes:
Grupo 1: El 10 y el 1 serán los menos probables.
Grupo 2: Los más probables serán el 6, 7 y 8.
Grupo 3: Los más probables serán 2, 3, 4, 5 y 6.
Grupo 4: Los más probables son el 5 y el 7.
Grupo 5: Los menos probables serán el 1, 8, 10, 11 y 12.
Grupo 6: Los más probables sera el 5, 7 y 8.
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Se les hizo entrega del material y los resultados obtenidos por cada uno de los grupos del
proceso experimental se muestran en la Tabla 6.13. Los datos condensados de los datos y de




Frecuencia TotalesGrupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5 Grupo 6
2 3 6 1 2 1 2 15
3 10 5 6 6 2 1 30
4 14 8 11 7 9 3 52
5 13 15 14 18 6 11 77
6 22 22 7 7 5 9 72
7 25 14 15 19 8 16 97
8 12 19 10 11 5 12 69
9 9 16 9 10 6 8 58
10 7 7 3 3 5 2 27
11 2 8 3 8 2 0 23
12 2 4 3 2 2 0 13
Total
lanzamientos 119 124 82 93 51 64 533




















Tabla 6.14.: Condesado de datos experimentales con datos de la simulación
84 6 Resultados de la aplicación
Figura 6.32.: Frecuencia de resultados de lanzamiento e dados cargados y sin carga
A la hora de sacar conclusiones sobre el comportamiento de los dados cargados lo primero
que notaron los estudiantes es que el número 7 seguía siendo el de mayor probabilidad, pero
no pudieron concluir mas información puesto que los datos experimentales y los arrojados
por la simulación se parecían bastante (solo tenían una variación grande en los resultados
del 7). Para poder sacar mas conclusiones se decidió hacer mas lanzamientos con los dados
cargados, sumar los nuevos datos que se obtuvieron a los que ya se tenían y hacer una nueva
simulación. Des esta nueva tanda de lanzamientos se obtuvo la siguiente información.
Resultado
de la suma
Frecuencia TotalesGrupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5 Grupo 6
2 5 10 3 5 1 5 29
3 19 11 12 12 7 11 72
4 26 15 24 11 13 16 105
5 22 19 24 27 22 36 150
6 36 33 27 14 23 36 169
7 41 26 35 28 28 28 186
8 21 32 17 19 20 30 139
9 15 23 22 16 19 22 117
10 14 11 8 5 11 12 61
11 7 10 7 11 8 7 50
12 2 5 3 2 2 13 27
Total
lanzamientos 208 195 182 150 154 216 1105
Tabla 6.15.: Resultados de lanzamiento de dados cargados. Segunda tanda




















Tabla 6.16.: Condensado de datos experimentales con datos de la simulación. Segunda tanda
Figura 6.33.: Frecuencia de resultados de lanzamiento e dados cargados y sin carga. Segunda
tanda
Una vez se realizó estos lanzamientos los estudiantes ya tuvieron mas herramientas para
poder concluir mas cosas. La conclusión sobre que el número 7 es el que mas probabilidad
tiene de salir se mantuvo; con estos nuevos datos los estudiantes concluyeron que los valores
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menores que 7 aumentaron su probabilidad de ocurrencia, mientras que los que eran mayo-
res que 7 disminuyeron su probabilidad, esto en comparación con los datos obtenidos de la
simulación, viéndose mas el cambio en los valores 6 y 10. Adicional a esto también se dieron
cuenta de la importancia de contar con suficientes datos para poder lograr evidenciar los
efectos que tenia cargar de alguna manera alguno de los dados.
Lo siguiente que se hizo fue la comparación de los valores de probabilidad. Esta comparación
se realizó entre los valores de probabilidad que obtenían con los dados cargados y los valores
de probabilidad obtenidos a partir de la simulación4. Con estos valores se hizo mas notorio que
los lanzamientos con los dados cargados favorecían en mayor medida a los números menores
que 7, y mientras los valores aumentaron en estos valores, la disminución de la probabilidad










s2 2,62% 2,99% 0,36%
s3 6,52% 6,79% 0,27%
s4 9,50% 8,42% 1,09%
s5 13,57% 10,95% 2,62%
s6 15,29% 12,49% 2,81%
s7 16,83% 17,10% 0,27%
s8 12,58% 12,85% 0,27%
s9 10,59% 11,49% 0,90%
s10 5,52% 8,24% 2,71%
s11 4,52% 5,97% 1,45%
s12 2,44% 2,71% 0,27%
Tabla 6.17.: Valores de probabilidad para los resultados de los lanzamientos con dados car-
gados y sin cargar
Dado a que en la planeación de la actividad no se tuvo en cuenta la comparación con los
valores de probabilidad clásica, se les planteó a los estudiantes la situación en la que los datos
experimentales no fueran los de los dados cargados sino los que nos arrojan la simulación. Se
les preguntó si era posible que de alguna forma el valor de la probabilidad experimental se
acercara a la probabilidad real y ellos identificaron que entre mas lanzamientos se realizaran,
4se les sugirió a los estudiantes de compararlos con los valores teóricos de la probabilidad calculados en
la Actividad 3, pero prefirieron comparar en primera instancia con los valores proporcionados por la
simulación
6.1 Resultados por actividad 87
estos dos valores de probabilidad se iban a parecer cada vez mas. Se puede ver entonces que
con las actividades que se realizaron en la secuencia didáctica los estudiantes identificaron
que la probabilidad frecuentista, al aumentar el número de repeticiones en las que se realiza
un experimento, tiende al valor de la probabilidad clásica.
Conclusiones y recomendaciones
En este capítulo se mencionarán las conclusiones de este trabajo de grado, así como algu-
nas recomendaciones para futuras aplicaciones de la secuencia didáctica planteada en este
documento. Para la formulación de las conclusiones se tendrá en cuenta el cumplimiento de
los objetivos planteados en el capítulo de Preliminares, revisando cada uno de los objetivos
específicos para concluir si se cumple el objetivo general planteado.
Con respeto al primer objetivo específico, los Capítulos 2, 3 y 4 recogen respectivamente
los aspectos disciplinares, epistemológicos y didácticos que sustentaron la construcción de
la secuencia didáctica. Para la construcción de este marco conceptual se hizo la respectiva
revisión bibliográfica, como se puede evidenciar en la Bibliografía del documento.
Un aspecto importante de la construcción de este marco conceptual del trabajo se puede
evidenciar en la forma como se lograron procesos de enseñanza y aprendizaje que siguieron
un patrón dado por este desarrollo conceptual. Por ejemplo, se pudo evidenciar como los
estudiantes a partir de la determinación de frecuencias relativas como medidas llegaron a
una concepción clásica de la probabilidad (aspecto revisado en el marco disciplinar del tra-
bajo), por medio de estrategias como la experimentación y la simulación (aspectos del marco
didáctico) y siguiendo un camino similar al trazado por la historia de la probabilidad, en
el cual se hace un estudio inicial de los juegos de azar, como el lanzamiento de dados o los
juegos de urnas, y conforme se estudia mas a fondo se llega a una formalización de la teoría.
El cumplimiento del segundo objetivo especifico se ve evidenciado en parte del Capítulo 5,
donde se planteó la actividad diagnóstica, basada en los documentos curriculares colom-
bianos, y en el Capítulo 6, donde se analizó las respuestas que dieron los estudiantes y se
comprobó los pre-saberes con los que contaban los estudiantes con respecto a la probabilidad.
De la aplicación de la actividad diagnóstica se pudo concluir que los estudiantes, si bien
estaban relacionados con algunos aspectos de aleatoriedad presentes en su entorno y po-
dían reconocer eventos aleatorios, asignaban valores de probabilidad a partir de referentes
subjetivos basados en su experiencia o en sus creencias, dejando ver que no conocían como
tal un modelo matemático que permitiera asignar dichos valores de probabilidad con más
certeza y teniendo en cuenta aspectos como el espacio muestral de un experimento aleatorio
o la frecuencia con la que ocurre un evento al realizar un experimento en repetidas ocasiones.
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El Capítulo 5 da cuenta del cumplimiento del tercer objetivo específico, donde, además de
hacer el planteamiento de la actividad diagnóstica, se planearon cinco actividades adicio-
nales con base en el sustento conceptual construido en los capítulos previos a este y como
se mencionó en párrafos pasados, basando estas actividades en estrategias como el juego, la
experimentación y la simulación.
El cuarto objetivo específico se llevó a cabo y los resultados de la aplicación de la secuencia
didáctica esta contenido en el Capítulo 6, donde se hace un análisis de cada una de las activi-
dades planteadas en la secuencia didáctica, donde se incluyen aspectos sobre la aplicación de
las mismas. Para el cumplimiento del quinto objetivo específico, en cada actividad contenida
en el Capítulo 5 se planteaban preguntas y discusiones que permitían evaluar el avance de los
estudiantes a lo largo de la secuencia, y el Capítulo 6 se analiza estos aspectos que permitían
evaluar a los estudiantes.
Una de las conclusiones que deja la aplicación de la secuencia es que para ser efectiva para
introducir a los estudiantes en el estudio de la teoría de la probabilidad y aunque, si bien
no se logra hacer alguna formalización de conceptos probabilísticos, logra brindarle a los
estudiantes herramientas para el análisis de situaciones donde la aleatoriedad este presente,
para que puedan hacer toma de decisiones, ya no basados en aspectos subjetivos que pueden
guiarlos a errar, sino que ya cuentan con al menos dos modelos matemáticos que permiten
que estas sean mas acertadas. Por esta razón, y aunque la secuencia fue creada para solucio-
nar un problema encontrado en grado noveno, esta puede ser facilmente adaptada para su
aplicación en grados inferiores, de tal forma que pueda responder en mayor medida a cumplir
a lo que plantean los Estándares Básicos de Competencia para los grados de educación básica.
Con respecto a posibles futuras posibles aplicaciones una recomendación que se podría se-
guir es el planteamiento de más situaciones de aleatoriedad ambientadas en el juego y la
experimentación, que permita que los estudiantes elijan un enfoque probabilístico para que
solucionen un problema, y puedan discernir si el enfoque elegido es el mejor para abordar
dicho problema. Un ejemplo es el juego de la baraja inglesa que se planteó como tarea al
finalizar la Actividad 3, donde se evidenció que la mayoría de los estudiantes que realizaron
la actividad abordaron el problema inicialmente desde un enfoque frecuentista, pero no si-
guieron con un análisis desde el enfoque clásico de la probabilidad.
Ahora, también se pueden incluir más problemas donde se comparen los dos enfoques y se
logre a partir del estudio del frecuentista determinar que, si se realiza una gran cantidad
de repeticiones de un experimento, los valores de probabilidad tienden a ser los valores de
probabilidad siguiendo una distribución clásica de probabilidad.
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